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摘 要

摘 要

对于物理学、化学以及生物学中我们常常感兴趣的实际系统而言，它往往包

含大量的自由度。在原则上，它的动力学行为总是可以通过求解包含全体自由度

的薛定谔方程所得到。然而，由于计算上的不现实性，在实际中我们总是把其中

少量感兴趣的自由度挑选出来作为体系，而剩余部分则作为该体系的环境。由

此，我们总可以把复杂系统的问题转化为体系–环境相互作用的问题。因此，体
系–环境的纠缠性质对于研究复杂系统的行为，特别是它的量子行为，有着十分
重要的作用。

在本文中，基于量子朗之万方程，我们重点介绍了两项与体系–环境纠缠相
关的最新研究。首先，对于与高斯环境耦合的任意体系，我们建立了“体系–环
境纠缠定理”。该定理表明，只要给出相互作用的环境谱密度函数，就可以将体

系–环境的纠缠响应函数与体系–体系的局域响应函数联系起来。这个定理使得
仅仅关注体系本身的动力学方法，比如量子主方程理论等，也可以用于计算和研

究体系–环境的纠缠特性。作为例子，我们利用该定理对光吸收谱中的 Fano干涉
效应进行了数值模拟。模拟的结果与耗散子运动方程的结果完全一致；耗散子运

动方程是研究体系–环境纠缠动力学的严格方法。
体系–环境纠缠定理建立在各响应函数之间，它同时适用于平衡态和非平衡

稳态。对处于平衡态的系统而言，相关函数之间的纠缠关系，可以通过涨落–耗
散定理直接得到。然而，对于非平衡稳态，涨落–耗散定理的失效使得这类关系
无法得到。因此，我们重新回到量子朗之万方程，得到了非平衡稳态相关函数在

时间零点的严格表达式。我们所得到的结果，不仅给非平衡格林函数理论提供了

新的观察视角，也为进一步研究量子非平衡热力学打下了坚实的基础。作为例

子，与耗散子运动方程方法相结合，我们研究了非平衡热输运问题。通过这些理

论工具，我们计算和研究了量子热输运中最关键的物理量——热流和热涨落谱，
它们集中反映了体系–环境的纠缠特性。

关键词：体系–环境纠缠定理，耗散子运动方程，光吸收谱，Fano干涉，非平衡
格林函数，热涨落谱
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ABSTRACT

ABSTRACT
For the actual systems that are of interest in physics, chemistry, and biology, it often

contains a lot of degrees of freedom. In principle, its dynamic behavior can always be
obtained by solving the Schrödinger equation containing all degrees of freedom. How-
ever, due to computational impracticality, in practice we always select a small number
of interested degrees of freedom as the system, and the rest as the environment of the
system. As a result, we can always turn the problems of complex systems into prob-
lems of system–bath interaction. Therefore, the entangled nature of system–bath plays a
very important role in studying the behavior of complex systems, especially its quantum
behavior.

In this article, based on the quantum Langevin equation, we focus on two recent
studies related to system–bath entanglement. First, for any system coupled with the
Gaussian environment, we established the ”system–bath entanglement theorem”. The
theorem shows that as long as the environmental spectral density function of the inter-
action is given, the system–bath entanglement response function can be connected with
the system–system local response function. This theorem enables dynamicmethods that
focus only on the system itself, such as quantum master equation theory, etc., can also
be used to calculate and study the entanglement characteristics of the system–bath. As
an example, we use this theorem to numerically simulate the Fano interference effect
in the light absorption spectrum. The simulation results are completely consistent with
the results of the dissipaton equation of motion; the dissipaton equation of motion is a
rigorous method for studying the dynamics of system–bath entanglement.

The system–bath entanglement theorem is established between the response func-
tions, and it is applicable to both the equilibrium state and the nonequilibrium steady
state. For a system in an equilibrium state, the entanglement relationship between corre-
lation functions can be directly obtained by the fluctuation–dissipation theorem. How-
ever, for the non-equilibrium steady state, the failure of the fluctuation–dissipation the-
orem makes this type of relationship impossible. Therefore, we return to the quantum
Langevin equation and obtain a strict expression of the nonequilibrium steady–state
correlation function at time zero. The results we have obtained not only provide a new
perspective for the nonequilibrium Green’s function theory, but also lay a solid founda-
tion for the further study of quantum nonequilibrium thermodynamics. As an example,
combined with the dissipative equation of motion method, we study the problem of
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ABSTRACT

nonequilibrium heat transport. Through these theoretical tools, we have calculated and
studied the most critical physical quantities in quantum heat transport——heat flow and
thermal fluctuation spectrum, which collectively reflect the entanglement characteris-
tics of the system and the environment.

Key Words: System–bath entanglement theorem, Dissipaton equation of motion, Op-
tical absorption spectrum, Fano Resonance, Nonequilibrium Green’s function, Thermal
fluctuation spectrum
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第 1章 绪 论

第 1章 绪 论

本文的研究对象是开放量子体系的热力学和动力学性质。在本章中，我们

将对开放量子体系的物理背景做个一般的介绍，并综述该领域的理论发展历史。

继而我们将勾勒式地介绍每章的主要内容，以及章节之间的逻辑联系。

1.1 物理背景

图 1.1 开放量子体系与环境的示意图

量子力学是描述客观物理世界的普遍规律。在原则上，它可以用来描述一

切简单或者复杂系统的物理学过程。然而在实际操作中，对复杂系统而言，计算

全部自由度通常是不现实的。而且，人们所感兴趣的往往是少数几个自由度。出

于以上两方面的原因，对复杂系统物理性质的研究通常可以把总系统分解为体

系和环境两部分。[1–18] 其中，体系包含了人们感兴趣的自由度；而其余自由度被

当成该体系的环境，并与体系之间发生相互作用。图1.1中描述了开放体系与环
境相互作用的一般情形。对于开放量子体系而言，体系和环境（热库）之间可以

交换能量和物质；环境的存在会引起体系的相干相位发生变化，从而导致退相

干。环境总是在一定的有限温度保持热平衡，并且对中心的体系具有统计影响，

因此也称为热库。[19,20]体系与热库之间的相互作用，导致体系无论处在任何初始

状态，都要向体系和热库的总复合系统的热平衡移动，这种动力学过程称为“耗

散”。除此之外，我们一般还会在体系和环境之上施加外场，以调控系统的具体

行为变化。在我们的工作中，总是假定外场是经典的，由一个随时间变化的函数

来表示。如图1.2所示，就是我们在化学中常见的一类开放量子体系。在该开放
系统，通常我们关注的是溶质分子之间发生的化学反应，因此溶质分子作为我们

1



第 1章 绪 论

的研究主体被称为“体系”。大量溶剂分子通过与溶质分子发生相互作用而影响

化学反应。溶剂对溶质分子的作用是统计性的，我们把溶剂称为“环境”。研究

单个溶剂分子对化学反应的影响没有太大意义，并且计算量非常大。溶剂作为整

体主要通过溶剂化的方式影响着溶质分子之间的化学反应，这是典型的开放量

子体系问题。

图 1.2 溶液中的化学反应作为开放量子体系

以上就是我们的研究对象——开放量子体系的简要介绍。在下一部分中，我
们将简要回顾对它的研究历史。

1.2 历史简介

耗散动力学的早期研究可以追溯到 Smoluchowski和爱因斯坦对布朗运动现
象的解释。在他们的研究中，用随机扩散过程成功地解释了溶剂中花粉颗粒的无

规则运动。随后，朗之万通过在方程中引入噪声项，得到了著名的朗之万方程，

并以简单的方式得到 Smoluchowski和爱因斯坦的结果。À 在朗之万方程的基础

上，可以对粒子在耗散溶剂中的经典布朗运动进行广泛的研究。其中，热库作用

在布朗粒子上的力分为两种：与运动方向相反的摩擦力，以及方向随机的涨落

力。它们之间最基本的关系是著名的涨落–耗散定理。对于热力学平衡态，该定
理在抑制颗粒运动的摩擦力与导致颗粒远离任何稳态的随机噪声之间，得到了

定量的对应关系。经过较长的时间，整个系统将达到热平衡态或稳态，其中的任

何基元过程都要和它的逆过程达到平衡。这个特性被称为细致平衡原理，通过该

原理便可得到非常重要的涨落–耗散定理。
从经典的布朗运动开始，耗散过程的研究已经有很大的发展。然而，布朗

À这个工作还进一步启发了Wiener等数学家对布朗运动及随机微分方程这一领域的开拓性研究。由于属
于纯数学领域，此处按下不表。
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第 1章 绪 论

运动不仅限于经典粒子，也会发生在量子层次的物理过程中。与经典的耗散图

像不同，如今的量子耗散不仅涉及能量弛豫，[21–24] 而且还有粒子交换 [25–27] 和退

相干过程。[28–31] 由于量子耗散理论在现代科学的几乎所有领域中都具有非常重

要的影响，因此自上个世纪中叶以来，量子耗散理论就一直是活跃的研究话题。

它的发展非常多元化，涉及的领域包括核磁共振、[32–35] 量子光学、[31,36–43] 量子信

息与量子测量、[44,45] 固体物理与材料科学、[46–48] 数学物理学、[15,49–52] 非线性光谱

学 [14,29,53–61]以及统计力学和化学物理学等。[16,20,62–92]

其中的一大类方法是所谓的主方程方法，它可以通过 Nakajima–Zwanzig–
Mori投影算子的方法建立。文献中通常存在两类形式的主方程。一类是时间非
定域主方程（也叫 Chronological–ordering–prescription方程，简称 COP）；另一类
是时间定域主方程（也叫 Partial–ordering–prescription方程，简称 POP）。[93,94]它
们的导出通常不得不引入进一步的近似，例如假设体系–环境相互作用较弱，从
而仅考虑到二阶，只是部分地把高阶效应包含进来。比如，通过马尔可夫近似，

COP和 POP可以简化成相同的形式；将其中的耗散张量在体系哈密顿量的本征
态下做展开，就可以得到 Redfield理论。再比如，在谐振子热库模型和马尔可夫
近似下，可以通过路径积分影响泛函的方法得到量子 Fokker–Planck方程。此外，
还有在量子信息等领域中被广泛使用的 Lindblad方程，它采用了弱相互作用近
似和时间粗粒近似。

通过 Feynman–Vernon路径积分影响泛函方法，可以求得高斯型热库下的严
格解。[95–97] 在 20世纪 90年代, Tanimura和 Kubo得到了它的微分等价形式，这
就是级联运动方程组 (Hierachical equations of motion，简称 HEOM)方法。[86,87,98]

随后，费米型环境的 HEOM也被成功构建。[26] 相比于路径积分形式，微分形式
的 HEOM更具有数值优势，它已经成功地模拟和揭示了很多物理问题的潜在机
制，例如，激发能与电子输运问题，[11,99–101]二维光谱问题 [102–104]等等。级联方程

组的构造如图1.3所示，我们在第六章中给出了 HEOM的详细推导。
以上近似或严格的量子耗散理论，往往仅关注于约化体系的动力学过程，基

本无法从中获得环境的动力学信息，特别是高阶动力学关联。从实验的角度来

看，在等离子体纳米颗粒、光子晶体和电磁超材料 [105–107]等固体系统中，当外加

光场同时被施加于体系和环境之上的时候（见图1.4），中心的共振体系与其周围
的连续介质环境之间通常都存在着很强的干涉效应。无处不在的 Fano非对称线
型证实了这一点。这种体系与环境之间的强关联和干涉，很难用传统的量子耗散

理论去模拟。这是因为，在描述约化体系时，溶剂化模的自由度已经被约化掉了。

为此，严以京课题组发展了耗散子运动方程 (Dissipaton equation of motion，简称
DEOM)方法。[108]利用 DEOM，可以方便地同时处理约化体系动力学及溶剂化模
坐标相关的耦合环境动力学。尽管 DEOM 与 HEOM 有着同样结构的运动方程
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第 1章 绪 论

图 1.3 HEOM/DEOM示意图

（如图1.3），但是通过耗散子代数，可以把研究的对象从体系自身扩展到包含环境
中溶剂化模的部分。在本文中，对于所有严格推导的公式或定理，DEOM都作为
一种精确的数值手段对它们进行了验证。在第二章中，我们用 DEOM精确验证
了体系–环境纠缠定理；在第五章中，它又被用来验证非平衡热输运公式。作为
作者所知的处理溶剂化模的高阶关联的唯一方法，我们还在第五章中用 DEOM
计算了热涨落谱。

1.3 全文概览

在这一部分，我们将逐章介绍全文的内容。本文的主体部分是讨论和总结量

子耗散系统中体系–环境的纠缠性质，以及与之相关的光吸收谱和热涨落谱。论
文结构安排如下：

在第二章里，我们将讨论体系–环境纠缠定理。该定理表明，对于与高斯环
境耦合的任意体系，只要给出相互作用的环境谱密度函数，就可以将体系–环境
的纠缠响应函数与体系–体系的局域响应函数联系起来。高斯环境是一类具有非
常广泛适用范围的环境；它对开放体系动力学的影响，完全可以由相互作用的环

境相关函数或谱密度函数决定。这个定理使得仅仅关注体系本身的动力学方法，
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图 1.4 Fano共振光谱简图

比如量子主方程理论等，都可以用于计算和研究体系–环境的纠缠特性。此外,利
用这个定理，可以在全原子模拟和隐式高斯溶剂环境模型之间搭建桥梁。因而对

基于开放量子体系方法的分子动力学研究有着重要的意义。特别地，在第二章我

们将溶剂化坐标和溶剂化动量的纠缠定理纳入一个统一的理论框架。

第三章中勾勒式地描述和阐释了耗散子理论。为后文讨论非平衡热输运之

便，我们在多热库、多模的最一般情形下讨论了耗散子理论的具体框架：探讨了

耗散子运动方程（Dissipaton equation of motion，简称 DEOM）的构建、相空间
的耗散子代数以及 DEOM空间的量子力学。本章中介绍的耗散子理论，将作为
数值验证体系–环境纠缠定理（见第二章）和非平衡热输运公式（见第五章）的
精确方法。同时，在第五章中，它还将被用于热涨落谱的计算。

第四章，我们的研究中心是将体系–环境纠缠定理用于计算光吸收谱中的
Fano干涉效应。当外加光场不仅与体系发生相互作用，还与环境相耦合时，就
会产生 Fano干涉效应。利用体系–环境纠缠定理，仅仅通过计算体系的偶极响应
函数，就可以得到体系加环境总偶极的响应函数。通过涨落–耗散定理，我们便
可以得到相应的包含 Fano效应的吸收光谱。此外，我们还利用 DEOM的严格方
法验证了光谱模拟结果的精确性。其中所反映的体系–环境纠缠效应，对微观纳
米器件的光学操控有着重要的借鉴意义。

在第五章中，我们将讨论量子杂质体系的非平衡热输运问题。当体系与多个

具有不同温度的热库耦合时，总系统最终会处于非平衡的稳态。非平衡稳态一直

是微观纳米体系热力学的研究重点之一。一方面，我们基于量子朗之万方程，通
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过纯代数方法得到了Meir-Wingreen热流公式。该公式原先是通过非平衡格林函
数的方法得到的，我们的代数推导方法为非平衡格林函数提供了全新的观察视

角。另一方面，我们利用 DEOM和相空间耗散子代数计算了得到热涨落谱。热
流和热涨落谱是量子热输运中最关键的物理量，它们集中反映了体系–环境的纠
缠特性。

我们在第六章中，详细地推导了级联动力学方程组 (HEOM)。在体系与环境
的相互作用下，体系会发生不可逆的演化而趋于平衡。在量子力学的范畴内研究

该演化的过程，即量子开放体系的动力学演化过程，是第六章的中心问题。我们

旨在介绍通过影响泛函路径积分的途径得到理想玻色子环境下量子开放体系的

级联动力学方程组 (HEOM)的方法，继而研究该方程组的截断性质。
我们在第七章中对本文作了总结与展望。再次阐明了体系–环境的纠缠在物

理过程中扮演的重要角色，以及它对设计和操控微观纳米器件的实际意义。

1.4 补充说明

在本文中，如果不做特殊说明，均令约化普朗克常数（Reduced Planck con-
stant）ℏ = 1，温度倒数 β ≡ 1/(kBT )。这里 kB 是玻尔兹曼常数，T 是温度。此

外，我们将不加区别的使用“环境”和“热库”这两个词。我们假定读者了解量

子力学和统计力学的基础内容，其中的记号和约定将不加申明的被采用。

接下来，我们就从体系–环境纠缠定理出发，来展开对开放体系量子力学在
理论和应用上的研究。
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第 2章 体系–环境纠缠定理
相关函数和响应函数在量子耗散理论中都是非常基础非常重要的动力学函

数，是线性响应理论中的关键物理量。我们将在本章简要概括相关函数和响应函

数的定义和性质，并介绍线性响应理论、细致平衡原理和涨落–耗散定理等量子
耗散理论。对于复杂体系而言，体系和环境之间的纠缠在它们的动力学和热力学

性质的研究中发挥着重要的作用。然而，一般的量子耗散理论仅仅关注约化体

系随时间的演化，而忽略了与体系–环境纠缠相关的物理可观测量。这类物理现
象在实际体系中广泛存在，包括 Fano干涉效应、非 Condon偶极跃迁等等。对
于高斯型环境，一方面，我们在理论上建立了体系–环境的纠缠定理。该定理将
体系–环境的纠缠响应函数与体系的局域响应函数关联起来。在此定理的基础上，
我们计算了 Fano干涉谱图。体系–环境纠缠定理是在非平衡稳态情景中建立。因
此，本工作与强等离激元场下的等离激元光谱密切相关。其他方法，例如非平衡

格林函数技术，也可以通过体系–环境纠缠定理来处理前述的体系–环境纠缠性
质。此外, 可以利用体系–环境纠缠定理在全原子模拟和隐式高斯型溶剂环境模
型之间搭建桥梁。

2.1 线性响应理论与相关函数

线性响应理论，是关于近平衡态系统或近稳态系统的普适理论。在本节，我

们将从线性响应理论出发，介绍相关函数、响应函数以及涨落耗散定理。从本节

开始，我们设约化普朗克常数 (reduced Planck constant)ℏ = 1，逆温度 (Thermody-
namic beta) β ≡ 1/(kBT )，这里 kB 是玻尔兹曼常数，T 是温度。

2.1.1. 相关函数、响应函数与线性响应理论

想象如下场景：存在由哈密顿量H表示的系统，一开始处于非平衡稳态 ρstT。

随后，施加经典外场 ϵ(t) 对其进行扰动，假设外场 ϵ(t) 与系统的力学量 B 发

生作用，相互作用为 −Bϵ(t)，我们对系统的可观测量 A 进行测量得到期望值

Ā(t) = Tr[AρT(t)]。为了方便，我们假定 A和 B 都是厄米算符。在外场的扰动

下，测得期望值 Ā(t)与稳态时的偏差为 δĀ(t) = Tr{A[ρT(t) − ρstT ]}，这里 ρT(t)

是施加含时外场后系统的密度算符。运用泰勒公式，把 δĀ(t)对外场 ϵ(t)做一阶

展开，即只保留线性的影响，我们得到

δĀ(t) =

∫ t

−∞
dτχAB(t− τ)ϵ(τ). (2.1)
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其中，响应函数

χAB(t− τ) ≡ i⟨[A(t), B(τ)]⟩. (2.2)

式中，[·, ·] 代表两个算符的对易子, O(t) ≡ eiHtOe−iHt 是海森堡绘景下的算符，

⟨ · ⟩ ≡ Tr[ · ρstT ]。从定义式 (2.2)出发我们可以得到响应函数的时间反演关系

χAB(−t) = −χBA(t). (2.3)

显然，对于两个厄米算符，它们之间的响应函数是实函数。A和 B 两个算符之

间的相关函数定义为

C̃AB(t− τ) ≡ ⟨A(t)B(τ)⟩. (2.4)

对于稳态，[H, ρstT ] = 0，式 (2.2)中的响应函数 χAB(t− τ)和式 (2.4)中的相关函
数 C̃AB(t− τ)都只依赖于时间间隔 t− τ，，而与具体的时间 t或 τ 无关。对于稳

态，力学量的期望值也与时间无关，即 ⟨A(t)⟩ = ⟨A⟩，并且有如下的时间导数关
系式

⟨Ȧ(t)B(0)⟩ = −⟨A(t)Ḃ(0)⟩. (2.5)

相关函数的时间反演关系为

C̃BA(−t) = C̃∗
AB(t), (2.6)

注意到，厄米算符 A与 B 之间的响应函数和相关函数满足如下的关系：

χAB(t) = −2ImC̃AB(t). (2.7)

物理上，对于一般的耗散体系，算符只在有限时间内有关联，也就是说，当 t→∞
时，不同的物理量之间会趋向于统计无关，即

C̃AB(t→ ∞) = lim
t→∞

⟨A(t)B(0)⟩ = ⟨A⟩⟨B⟩. (2.8)

以下我们默认相关函数已经减去了极限值，即重新定义相关函数 C̃AB(t − τ) ≡
⟨[A(t)− ⟨A⟩][B(τ)− ⟨B⟩]⟩，所以总是有 C̃AB(t → ∞) = 0. 应当注意到，线性响
应理论是从初态为稳态的情形出发。稳态密度算符 ρstT 是哈密顿量 H 的函数：

ρstT = ρ(H). (2.9)

值得注意的是，一般地，响应函数和相关函数可以定义到任意两个算符之间，包

括非厄米算符，例如产生算符和湮灭算符。对于两个厄米算符，它们之间的响应

函数是实函数。
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2.1.2. 谱函数，色散函数与 Kramers-Kronig关系

对上面的相关函数作如下的傅立叶变换，

ĈAB(ω) ≡
∫ ∞

0

dt eiωtC̃AB(t) = CAB(ω) + iDAB(ω), (2.10)

其中，CAB(ω)是谱函数，而 DAB(ω)是色散函数。谱函数 CAB(ω)的定义是

CAB(ω) ≡
1

2
[ĈAB(ω) + Ĉ∗

BA(ω)] =
1

2

∫ ∞

−∞
dt eiωtC̃AB(t) = C∗

BA(ω), (2.11)

色散函数 DAB(ω)的定义是

DAB(ω) ≡
1

2i
[ĈAB(ω)− Ĉ∗

BA(ω)] = D∗
BA(ω). (2.12)

由此可知，谱函数与色散函数分别对应于 ĈAB(ω)的厄米部分与反厄米部分，而

不是实部与虚部。

利用 ĈAB(ω)函数自身的特征以及复变函数的性质，我们得到

ĈAB(ω) =
i

π
P
∫ ∞

−∞
dω′ ĈAB(ω

′)

ω − ω′ . (2.13)

此处，用 P 标记主值积分。这就是 Kramers-Kronig关系，可以改写成

CAB(ω) = − 1

π
P
∫ ∞

−∞
dω′DAB(ω

′)

ω − ω′ , DAB(ω) =
1

π
P
∫ ∞

−∞
dω′CAB(ω

′)

ω − ω′ . (2.14)

接下来，对响应函数作傅立叶变换可得

χ̂AB(ω) ≡
∫ ∞

0

dteiωtχAB(t) = χ̂
(+)
AB (ω) + iχ̂

(−)
AB (ω), (2.15)

类似地，χ̂(+)
AB (ω) = [χ̂

(+)
BA(ω)]

∗与 χ̂
(−)
AB (ω) = [χ̂

(−)
BA(ω)]

∗分别是 χ̂AB(ω)的厄米部分

与反厄米部分，χ̂(−)
AB (ω)和 χ̂

(−)
AB (ω)之间同样有 Kramers-Kronig关系。

通过式 (2.2), (2.10),以及 (2.15)，我们得到

χ̂
(+)
AB (ω) = −[DAB(ω) +DBA(−ω)], (2.16a)

χ̂
(−)
AB (ω) = CAB(ω)− CBA(−ω) =

1

2i

∫ ∞

−∞
dt eiωtχAB(t). (2.16b)

显然，χ̂(+)
AB (−ω) = χ̂

(+)
BA(ω)，χ̂

(−)
AB (−ω) = −χ̂(−)

BA(ω)。特别地，{χ̂(−)
AB (ω)}就是我

们通常所说的谱密度函数。
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2.1.3. 平衡态与涨落–耗散定理

热力学平衡态时，相关函数满足细致平衡原理

C̃BA(−t) = C̃AB(t− iβ). (2.17)

通过傅立叶变换得到频率域的细致平衡原理为

CBA(−ω) = e−βωCAB(ω). (2.18)

结合式 (2.16b)的第一个等式,我们得到

χ̂
(−)
AB (ω) = (1− e−βω)CAB(ω). (2.19)

这就是著名的涨落–耗散定理（Fluctuation–dissipation theorem，简称 FDT），再把
它变换到时间域，我们得到

C̃AB(t) =
1

π

∫ ∞

−∞
dω
e−iωtχ̂

(−)
AB (ω)

1− e−βω
. (2.20)

通过式 (2.16b)我们可以建立起相关函数 C̃AB(t)和响应函数 χAB(t)之间的关系。

显然，涨落–耗散定理是细致平衡原理的自然推论。

2.1.4. 经典涨落–耗散定理

在这一节中我们讨论涨落–耗散定理的经典版本，它可以从量子涨落–耗散
定理式 (2.20)通过简单的推导和近似得到。具体过程如下：首先，我们将式 (2.20)
重写为两部分，即〈{

Â(t), B̂(0)
}〉

=
1

π

∫ ∞

−∞
dω e−iωtχ

(−)
AB (ω)

cosh(βω/2)

sinh(βω/2)
(2.21)

和 [参照式 (2.16b)]〈[
Â(t), B̂(0)

]〉
=

1

π

∫ ∞

−∞
dω e−iωtχ

(−)
AB (ω) = −iχAB(t). (2.22)

他们分别是式 (2.20)的对称部分和反对称部分,〈
Â(t)B̂(0)

〉
=

1

2

〈{
Â(t), B̂(0)

}〉
+

1

2

〈[
Â(t), B̂(0)

]〉
. (2.23)

当 Â和 B̂都是厄米算符时，上式可得Re⟨Â(t)B̂(0)⟩ = 1
2
⟨{Â(t), B̂(0)}⟩ , Im⟨Â(t)B̂(0)⟩ =

− i
2
⟨[Â(t), B̂(0)]⟩ ≡ −1

2
χAB(t).

根据 Kramers-Kronig关系，我们得到

2λAB ≡ χ̃AB(ω = 0) =

∫ ∞

0

dt χAB(t) =
1

π

∫ ∞

−∞
dω

χ
(−)
AB (ω)

ω
. (2.24)

10
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定义广义摩擦核函数

γAB(t) ≡
1

π

∫ ∞

−∞
dω e−iωtχ

(−)
AB (ω)

ω
. (2.25)

它与下面的式子等价 [参见式 (2.16b) and (2.24)]，

γAB(t) = 2λAB −
∫ t

0

dτ χAB(τ) = γAB(0)−
∫ t

0

dτ χAB(τ). (2.26)

现在我们考虑高温经典极限，

cosh(βω/2)

sinh(βω/2)
≈ 2

βω
=

2kBT

ω
(2.27)

在这个极限下，对称化的相关函数式 (2.21)约等于其经典对应项，即

1

2

〈{
Â(t), B̂(0)

}〉
≈
〈
A(t)B(0)

〉
cl (2.28)

其中，[参见式 (2.25)]

〈
A(t)B(0)

〉
cl ≡

1

π

∫ ∞

−∞
dω e−iωtχ

(−)
AB (ω)

βω
= kBTγAB(t) (2.29)

这里，A(t)和 B(0)是经典力学量，分别对应于量子力学算符 Â(t)和 B̂(0)。方

程 (2.29)是经典涨落–耗散定理。它将经典相关函数
〈
A(t)B(0)

〉
cl 与广义摩擦核

函数 γAB(t)联系起来。γAB(t)的定义在式 (2.25)。当 t = 0时，我们有

〈
AB
〉
cl = kBTγAB(t = 0) = 2kBTλAB (2.30)

等二个等式来自式 (2.24)。
式 (2.22)描述的反对称部分，是响应函数 χAB(t)，它保持原样不变。另一方

面，根据式 (2.25)，我们得到式 (2.29)的时间导数为

〈
Ȧ(t)B(0)

〉
cl = −kBTχAB(t) (2.31)

结合式 (2.29)得到高温经典近似表达式

〈
Â(t)B̂(0)

〉 高温−−→
〈
A(t)B(0)

〉
cl
+
iβ

2

〈
Ȧ(t)B(0)

〉
cl (2.32)

值得注意的是，如果将式 (2.29)的第一个表达式看作定义的话，式 (2.29)–(2.31)
可以认为是严格的。
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2.2 体系–环境纠缠定理

在这项工作中，我们为耦合了高斯型环境的任意系统建立了一个所谓的“体

系–环境纠缠定理”。只要给出相互作用中高斯环境的谱密度，该定理就可以将
整个复合空间中体系–环境响应函数、环境–环境响应函数与局域的体系–体系响
应函数联系在一起。我们通过精确的耗散子运动方法直接数值计算来验证该定

理，得到了很好的结果。因此，这项工作使很多量子耗散理论的应用范围得到

扩大，这些量子耗散理论起初仅描述了约化系统的响应函数，即体系–体系响应
函数，通过体系–环境纠缠定理，它们可以获得复合空间中的响应函数。利用体
系–环境纠缠定理，我们还对自旋玻色子系统的 Fano干涉光谱进行了数值论证。

2.2.1. 背景介绍与物理模型

体系–环境纠缠在复杂系统的动力学和热力学性质中，扮演者至关重要的
角色。然而，大多数量子耗散理论 (Quantum dissipation theory，简称 QDTs) 只
关注系统的约化密度算符。这实际上限制了这些量子耗散理论在处理 Fano 干
涉 [107,109–112] 以及发色团与表面等离子体激元之间关联动力学 [106,113,114] 等方面的

应用。另外，热力学函数与热输运问题也与体系–环境纠缠有关.
目前，几乎所有的量子耗散理论都是基于高斯环境统计。其中，严格的方

法包括费曼–弗农影响泛函路径积分，[62]，以及由之推导而来的级联运动方程方
法。[98,115–117]量子耗散理论中最常见的近似方法是量子主方程，[34,39,71,75,80,81,84,118–121]

包括 Redfield 理论及其修正，, [120] 极化子变换主方程, [121] 和自恰玻恩近似改
进。[122–126] 高斯型环境的简便性来源于热力学中的高斯–维克定理。[20,93,127] 根据
线性响应理论，高斯型环境对体系的影响，完全可以在孤立的环境子空间中描

述。这一特征广泛地应用于各种量子耗散理论中。

在这部分, 我们补充一个前面遗漏的内容, 就是所谓的 “体系–环境纠缠定

理”,该定理对与高斯型环境耦合的任意体系均适用。一般地，完整的体系–环境
复合哈密顿量如下

HT = HS + hB +HSB ≡ HS + hB +
∑
a

Q̂aF̂a. (2.33)

体系哈密顿量HS and体系耗散模 {Q̂a}是任意的。在上式中，我们把环境哈密顿
量用小写字母标记，表示采用的高斯型环境。对于高斯型环境，不仅要求环境哈

密顿量 hB是谐振子型，还要求杂化环境模式 {F̂a}是线性的。即

hB =
1

2

∑
j

ωj(p̂
2
j + x̂2j) , F̂a =

∑
j

cajx̂j. (2.34)

这些微观表达式,采用了无量纲的坐标 {x̂j}和无量纲的动量 {p̂j},在 Sec. 2.2.2会

12
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明确地阐述。整个这一节，我们设 ℏ = 1和 β = 1/(kBT ), kB 是玻尔兹曼常数而
T 是温度。

值得注意的是，开放量子系统服从退相干、能量驰豫和输运等规律。这些不

可忽视的物理过程超出了整个复合哈密顿量的描述能力。必须还要有一些附加

信息,比如温度 T ,以及相互作用中环境部分的统计 [20,93,127]事实上，式 (2.33)表
示的整个复合哈密顿量 HT ，描述了一个热力学中所谓的“封闭系统”,它作为
整体，是和周围恒定温度 T 下的热库存在热接触的。形成的热平衡态可以用整

个体系–环境复合密度算符 ρeqT (T ) = e−βHT/ZT给出,其中 ZT ≡ Tre−βHT 是热力学

中的配分函数。一个典型的例子是化学中的溶液系统,其中 HS和 hB分别表示溶

质和溶剂，而 HSB表示它们之间的相互作用。显然,物理上一些可观测量是与整
个体系–环境复合空间相关的，例如关联函数和响应函数。
高斯型环境的简便性,式 (3.2),主要体现在，它对约化体系的影响，可以通

过线性响应理论，完全在环境子空间中描述。[20,93,127]其中，最基本的量就是与体

系相互作用的环境的响应函数,

ϕab(t− τ) ≡ i⟨[F̂ B
a (t), F̂

B
b (τ)]⟩B, (2.35)

这儿 F̂ B
a (t) ≡ eihBtF̂ B

a e
−ihBt，⟨( · )⟩B ≡ trB[( · )ρ0B(T )]，其中 ρ0B(T ) ≡ e−βhB/trB(e

−βhB).
这些都是无关联时纯环境的物理量,相当于 HSB = 0的情况。与体系相互作用的

环境的谱密度函数为 [20,93,127]

Jab(ω) =
1

2i

∫ ∞

−∞
dt eiωtϕab(t), (2.36)

在各种 QDTs中，谱密度函数通常在模型中直接给出，是已知量。[20,82,93,116,127–129]

然而, 大部分的这些理论只关注约化体系的动力学和期望值以及各种体系算符
{ÔS}的关联函数与响应函数。很少涉及到环境子空间或复合空间的物理量。
就像之前提到的,式 (2.33)表示的整个复合哈密顿量 HT 描述了一个热力学

上的封闭系统。体系–环境纠缠动力学起源于HSB =
∑

a Q̂aF̂a,即式 (2.33)的最后
一项，对它做明确地讨论是很重要的。事实上, HSB 对应于体系和环境杂化过程

的自由能变化。[130] 这时，会需要整个体系–环境复合空间中系统算符 {Q̂a}和杂
化环境模 {F̂a}之间的响应函数或相关函数。
这个工作中要建立的体系–环境纠缠定理，将 i⟨[Q̂a(t), F̂b(0)]⟩和 i⟨[F̂a(t), F̂b(0)]⟩

这种类型的响应函数与局域系统的响应函数 i⟨[Q̂a(t), Q̂b(0)]⟩ 联系起来。这儿
Ô(t) ≡ eiHTtÔe−iHTt 和 ⟨( · )⟩ ≡ Tr[( · )ρeqT (T )] 是定义在整个体系–环境复合空间
中的。显然的, i⟨[F̂a(t), F̂b(0)]⟩ ̸= ϕab(t)，式 (2.35)。后面一项 ϕab(t)是无关联纯

环境子空间的量，它将作为前面提到的响应函数之间关系的桥梁。传统的 QDTs,
例如 HEOM公式, [98,115–117]可以很好的计算局域体系的性质。本工作将自然地使

13
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他们能够计算局域体系与非局域环境之间的纠缠响应函数和纠缠相关函数。这

些都是 Fano干涉谱中的重要组成部分。[107,109,110,131,132]

值得注意的是，我们将在非平衡稳态情景中建立体系–环境纠缠定理。因此，
本工作与强等离激元场下的等离激元光谱密切相关。[106,113,114] 其他方法，例如非

平衡格林函数技术，也可以通过体系–环境纠缠定理来处理前述的体系–环境纠
缠性质。此外, 可以利用体系–环境纠缠定理在全原子模拟和隐式高斯型溶剂环
境模型之间搭建桥梁。

2.2.2. 溶剂化动力学的朗之万方程

让我们考虑杂化环境动力学的量子朗之万方程,从式 (2.33)及式 (3.2)，即整
个体系–环境复合哈密顿量 HT出发，令 Ô(t) ≡ eiHTtÔe−iHTt. 我们得到

¨̂xj(t) = −ω2
j x̂j(t)− ωj

∑
a

cajQ̂a(t). (2.37)

该方程的形式解为

x̂j(t) = x̂j(0) cos(ωjt) + p̂j(0) sin(ωjt)−
∑
a

caj

∫ t

0

dτ sin[ωj(t− τ)]Q̂a(τ). (2.38)

结合式 (3.2)的第二个等式，推导出

F̂a(t) = F̂ B
a (t)−

∑
b

∫ t

0

dτ ϕab(t− τ)Q̂b(τ), (2.39)

其中，纯环境的随机力算符，F̂ B
a (t) ≡ eihBtF̂ B

a e
−ihBt 通过定义式 (2.35)和谱密度

函数 ϕab(t)相联系,它具体表达为

F̂ B
a (t) =

∑
j

caj[x̂j(0) cos(ωjt) + p̂j(0) sin(ωjt)]. (2.40)

容易得到

i[F̂ B
a (t), F̂b(0)] = i[F̂ B

a (t), F̂
B
b (0)] = ϕab(t). (2.41)

这个对易子本身是一个 c–数，它和纯环境的响应函数相等,参见式 (2.35)。
方程 (2.39)描述了杂化环境模的朗之万动力学。它和传统的只关注约化体系

的朗之万方程不同。然而，重要的是，它将作为后续我们建立体系–环境纠缠定
理的出发点。设 χAB(t − τ) ≡ i⟨[Â(t), B̂(τ)]⟩为整个复合空间的响应函数。根据
式 (2.40)我们可以推断,对于任意的系统算符 ÔS，对易子 [F̂ B

a (t), ÔS] = 0均成立。

于是,由式 (2.39)可得

⟨[F̂a(t), ÔS(0)]⟩ = −
∑
b

∫ t

0

dτ ϕab(t− τ)⟨[Q̂b(τ), ÔS(0)]⟩. (2.42)

这个式子把非局域的响应函数表示成纯环境和局域体系的物理量的卷积。
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2.2.3. 均值的体系–环境纠缠

对于式 (2.41)，由于两个厄米算符之间的响应函数都是实数，所以 ϕab(t)是

实数，且满足 ϕba(−t) = −ϕab(t)。纯环境的谱密度由下式给出：

Jab(ω) =
1

2

[
ϕ̃ab(ω)− ϕ̃ab(−ω)

]
. (2.43)

为了方便，我们作如下标记：

ηab ≡
∫ ∞

0

dt ϕab(t) = ϕ̃ab(ω = 0). (2.44)

把式 (2.39)写作
F̂a(t) = F̂ B

a (t)−
∑
b

ϕab(t)⊗ Q̂b(t). (2.45)

立即导出了

⟨F̂a⟩ = −
∑
b

ηab⟨Q̂b⟩. (2.46)

我们还可以通过 DEOM理论来得到这个有趣的结果。DEOM理论在高斯环境下
是严格的。

2.2.4. 体系–环境纠缠定理

为了研究杂化体系模和环境模，即 {Q̂a}和 {F̂a}中的体系–环境纠缠动力学，
我们在整个复合空间中定义下面的响应函数,

χSS
ab(t) ≡ i⟨[Q̂a(t), Q̂b(0)]⟩,

χSB
ab(t) ≡ i⟨[Q̂a(t), F̂b(0)]⟩,

χBS
ab(t) ≡ i⟨[F̂a(t), Q̂b(0)]⟩,

χBB
ab(t) ≡ i⟨[F̂a(t), F̂b(0)]⟩.

(2.47)

相关的算符都来自于HSB =
∑

a Q̂aF̂a,其中 {Q̂a}和 {F̂a}分别是体系子空间算符
和环境子空间算符。从方程 (2.39)可以得到

χBS
ab(t) = −

∑
b′

∫ t

0

dτ ϕab′(t− τ)χSS
b′b(τ) (2.48)

运用 χSB
ba(t) = −χBS

ab(−t),进一步导出

χSB
ba(t) = −

∑
b′

∫ t

0

dτ ϕb′a(t− τ)χSS
bb′(τ), (2.49)

上式的推导，是通过换元法改变积分变量 τ ′ = −τ，然后对积分号内的两个响应
函数使用反对称关系得到的。另外式 (2.39)还可以推出

χBB
ab(t) = ϕab(t)−

∑
b′

∫ t

0

dτ ϕab′(t− τ)χSB
b′b(τ) (2.50)
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使用频谱分析，f̃(ω) =
∫∞
0

dt eiωtf(t),式 (2.48)–(2.50)写成

χ̃BS
ab(ω) = −

∑
b′

ϕ̃ab′(ω)χ̃
SS
b′b(ω)

χ̃SB
ba(ω) = −

∑
b′

χ̃SS
bb′(ω)ϕ̃b′a(ω)

(2.51)

以及

χ̃BB
ab(ω) = ϕ̃ab(ω) +

∑
a′b′

ϕ̃aa′(ω)χ̃
SS
a′b′(ω)ϕ̃b′b(ω) (2.52)

令 χ̃BS(ω) ≡ {χ̃BS
ab(ω)}，它是一个矩阵, 其他响应谱类似, 然后 式 (2.51) 和方程

(2.52)可重新表达为

χ̃BS(ω) = −ϕ̃(ω)χ̃SS(ω), χ̃SB(ω) = −χ̃SS(ω)ϕ̃(ω), (2.53)

以及

χ̃BB(ω) = ϕ̃(ω) + ϕ̃(ω)χ̃SS(ω)ϕ̃(ω). (2.54)

我们将这些等式称为高斯型热库模型下的体系–环境纠缠定理。它们把非局域的
响应函数 χ̃BS(ω), χ̃SB(ω)，χ̃BB(ω), 与局域体系的响应函数 χ̃SS(ω)及纯环境的响

应函数 ϕ̃(ω)联系起来。定义整体的体系–环境纠缠极化率，

χSB(ω) ≡
∑
a

χ̃SB
aa(ω) = trχ̃SB(ω),

χBS(ω) ≡
∑
a

χ̃BS
aa(ω) = trχ̃BS(ω).

(2.55)

从式 (2.53)我们立即得到
χSB(ω) = χBS(ω). (2.56)

这描述了整体的体系–环境纠缠极化率的倒易关系。
在热力学平衡态，有涨落–耗散关系 χ(ω) = (1− e−βω)C(ω)，所以我们可以

直接获得平衡态相关函数的体系–环境纠缠定理；但是在非平衡稳态，上述的涨
落–耗散关系不再适用。因此建立非平衡稳态下相关函数的体系–环境纠缠定理，
是一个值得研究的新课题。

值得强调的是，在本章中，所有响应函数中的系综平均，都是在稳态情形下

做的。换句话说，任意体系耦合高斯型型稳态环境时，该定理的整个推导过程，

从式 (2.42)到式 (2.56)，都是成立的。
值得注意的是，一般的，频谱可以表达成 χ̃AB(ω) = χ̃

(+)
AB (ω)+ iχ̃

(−)
AB (ω),其中

χ̃
(±)
AB (ω) = [χ̃

(±)
BA(ω)]

∗ 分别是矩阵的厄米部分和反厄米部分。这儿 Â和 B̂ 都是厄

米算符。反厄米部分, χ̃(−)
AB (ω),也称为谱密度。在热力学平衡的情形下，它会和相

关函数通过涨落–耗散定理联系起来。[20,93,127]
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2.3 布朗振子谱

考虑一个 “静止”的分子，即该分子不发生整体的平动和转动，它的自由度
便只剩下电子的自由度以及核振动的自由度。于是，决定该分子动力学演化的

Hamilton量便可自然地分为三个部分：电子的 Hamliton量（He），电子与核振动

相互作用的 Hamilton量（Hev）以及核振动的 Hamilton量（hv），也即

H = He +Hev + hv (2.57)

为了简化讨论，我们假定，分子只有两个相关的电子能级，分别是基态 |g⟩
和激发态 |e⟩，它们都是 He的本征态：

He|g⟩ = Eg|g⟩

He|e⟩ = Ee|e⟩
(2.58)

于是，

He = |g⟩Eg⟨g|+ |e⟩Ee⟨e|

Hev = |g⟩⟨g|Hev|g⟩⟨g|+ |e⟩⟨e|Hev|e⟩⟨e|+ |e⟩⟨e|Hev|g⟩⟨g|+ |g⟩⟨g|Hev|e⟩⟨e|

hv = |g⟩hv⟨g|+ |e⟩hv⟨e|

(2.59)

记

H(g)
v = hv + ⟨g|Hev|g⟩

H(e)
v = hv + ⟨e|Hev|e⟩

(2.60)

则

H = |g⟩(Eg+H
(g)
v )⟨g|+ |e⟩(Ee+H

(e)
v )⟨e|+ |e⟩⟨e|Hev|g⟩⟨g|+ |g⟩⟨g|Hev|e⟩⟨e| (2.61)

首先，我们假定，核的振动是简谐的，也就是说，原子核在振动中总是很小

地偏离平衡位置。在简正坐标下，它可以看做一系列谐振子的集合。即

hv =
1

2

∑
j

ωj(p
2
j + x2j) (2.62)

其次，我们假定，⟨g|Hev|g⟩和 ⟨e|Hev|e⟩都是溶剂坐标 xB =
∑

j cjxj 的二次

函数，即

⟨g|Hev|g⟩ = α
(g)
0 + α

(g)
1 xB + α

(g)
2 x2B

⟨e|Hev|e⟩ = α
(e)
0 + α

(e)
1 xB + α

(e)
2 x2B

(2.63)

而电子与核振动的相互作用无法导致电子态的变化，即

⟨e|Hev|g⟩ = ⟨g|Hev|e⟩ = 0 (2.64)
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经过以上一系列的假定，我们可以得到的 Hamilton量为

H = HS + |g⟩⟨g|(α(g)
1 xB + α

(g)
2 x2B) + |e⟩⟨e|(α(e)

1 xB + α
(e)
2 x2B) + hB (2.65)

其中

HS = |g⟩(Eg + α
(g)
0 )⟨g|+ |e⟩(Ee + α

(e)
0 )⟨e| (2.66)

α
(g)
0 和 α

(e)
0 可视作电子与核振动的相互作用对电子态能量的 “重整化”。此外，为

了突出物理图像，我们将 hv 改写为（记作 hB 以示区别，hB = hv）

hB =
1

2
Ω(p2B + x2B) +

1

2

∑
k

ω̃k

[
p̃2k + (x̃k −

c̃k
ω̃k

xB)
2

]
(2.67)

我们不妨先单独考察一下在不与电子发生相互作用时原子核的振动，即令

α
(g)
1 = α

(g)
2 = α

(e)
1 = α

(e)
2 = 0。此时，hB 完全决定了核振动的动力学过程。下面

我们来求解核坐标（包括溶剂坐标 xB 和次级环境坐标 {x̃k}）及其正则动量（包
括 pB 和 {p̃k}）的动力学。现将 hB 重写如下

hB =
1

2
Ω(p2B + x2B) +

1

2

∑
k

c̃2k
ω̃k

x2B − xB
∑
k

c̃kx̃k +
1

2

∑
k

ω̃k(p̃
2
k + x̃2k)

≡1

2
Ω(p2B + x2B) +

1

2

∑
k

c̃2k
ω̃k

x2B − xBF̃ + h̃B

(2.68)

根据 Heisenberg运动方程，可得

ẋB = i[hB, xB] = ΩpB (2.69)

ṗB = i[hB, pB] = −(Ω +
∑
k

c̃2k
ω̃k

)xB +
∑
k

c̃kx̃k (2.70)

˙̃xk = i[hB, x̃k] = ω̃kp̃k (2.71)

˙̃pk = i[hB, p̃k] = −ω̃kx̃k + c̃kxB (2.72)

有第三式和第四式得，
¨̃xk + ω̃k

2x̃k = c̃kω̃kxB (2.73)

该方程为二阶非齐次线性方程，它的通解为

x̃k = x̃k(0)cosω̃kt+ p̃k(0)sinω̃kt+

∫ t

0

c̃ksin[ω̃k(t− τ)]xB(τ)dτ (2.74)
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其中，x̃k(0)和 p̃k(0)分别代表广义坐标和广义动量的 t = 0时的值。于是

ṗB =−
(
Ω +

∑
k

c̃2k
ω̃k

)
xB +

∑
k

c̃k

{∫ t

0

c̃ksin
[
ω̃k(t− τ)

]
xB(τ)dτ (2.75)

+ x̃k(0)cosω̃kt+ p̃k(0)sinω̃kt
}

(2.76)

对最后一项分部积分可得

ṗB =− ΩxB −
∑
k

∫ t

0

c̃2kΩ

ω̃k

cos[ω̃k(t− τ)]pB(τ)dτ

+
∑
k

c̃k

(
x̃k(0)cosω̃kt+ p̃k(0)sinω̃kt−

c̃k
ω̃k

xB(0)cosω̃kt

)
≡− ΩxB − Ω

∫ t

0

ζ̃(t− τ)pB(τ)dτ + F̃ (t)− ζ̃(t)xB(0)

(2.77)

其中

ζ̃(t) ≡
∑
k

c̃2k
ω̃k

cosω̃kt (2.78)

F̃ (t) ≡
∑
k

c̃k (x̃k(0)cosω̃kt+ p̃k(0)sinω̃kt) (2.79)

很明显，t = 0时，F̃ (0) =
∑

k c̃kx̃k(0)，与前面 F̃ 的定义一致。可以证明，F̃ (t)

是算符 F̃ 在次级库 Hammilton量 h̃B 下演化至 t时刻的结果。即

F̃ (t) = eih̃BtF̃ e−ih̃Bt (2.80)

其证明如下

F̃ (t) =eih̃BtF̃ e−ih̃Bt = eih̃Bt(
∑
k

c̃kx̃k)e
−ih̃Bt =

∑
k

c̃ke
ih̃Bt(ãk + ã†k)e

−ih̃Bt

=
∑
k

c̃k(ãke
−iω̃kt + ã†ke

iω̃kt) =
∑
k

c̃k(
x̃k + ip̃k

2
e−iω̃kt +

x̃k − ip̃k
2

eiω̃kt)

=
∑
k

c̃k (x̃kcosω̃kt+ p̃ksinω̃kt)

其中，用到了 x̃k = ãk + ã†k 和 p̃k = −i(ãk − ã†k)，以及产生湮灭算符在谐振子情

形下的运动方程。

接下来，我们来讨论响应函数。首先，定义

ϕ̃(t) = i⟨[F̃ (t), F̃ (0)]⟩B (2.81)
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计算可得

ϕ̃(t) =i
∑
jk

c̃j c̃k⟨[(x̃jcosω̃jt+ p̃jsinω̃jt) , x̃k]⟩B

=i
∑
jk

c̃j c̃ksinω̃jt⟨[p̃j, x̃k]⟩B

=i
∑
jk

c̃j c̃ksinω̃jt(−i)δjk

=
∑
k

c̃2ksinω̃kt

可以发现

ϕ̃(t) = − ˙̃ζ(t) (2.82)

定义 ϕ̃(t)的半傅立叶变换为 ϕ̃(ω) =
∫∞
0
eiωtϕ̃(t)dt且 ζ(ω) =

∫∞
0
eiωtζ(t)dt，则

ϕ̃(ω) = −
∫ ∞

0

eiωtdζ̃ = ζ̃(0) + iωζ̃(ω) (2.83)

然后，定义

χ(t) = i⟨[xB(t), xB(0)]⟩B (2.84)

因为

ẍB(t) = ΩṗB(t) = −Ω2xB − Ω2

∫ t

0

ζ̃(t− τ)pB(τ)dτ + ΩF̃ (t)− Ωζ̃(t)xB(0)

所以

χ̈(t) + Ω2χ(t) + iΩ2

∫ t

0

ζ̃(t− τ)⟨[pB(τ), xB]⟩Bdτ = 0

χ̈(t) + Ω2χ(t) + Ω

∫ t

0

ζ̃(t− τ)(i)⟨[ẋB(τ), xB]⟩Bdτ = 0

也就是

χ̈(t) + Ω2χ(t) + Ω

∫ t

0

ζ̃(t− τ)χ̇(τ)dτ = 0 (2.85)

定义 χ(t)的半傅立叶变换为 χ(ω) =
∫∞
0
eiωtχ(t)dt，则∫ ∞

0

eiωtχ̇(t)dt =χ(0)− iωχ(ω) = −iωχ(ω)∫ ∞

0

eiωtχ̈(t)dt =− χ̇(0)− iω(χ(0)− iωχ(ω)) = −Ω− ω2χ(ω)

其中用到初始条件 χ(0) = 0和 χ̇(0) = Ω。于是

−Ω− ω2χ(ω) + Ω2χ(ω)− iωΩζ̃(ω)χ(ω) = 0 (2.86)

其中用到卷积的半傅立叶变换性质。移项后可得

χ(ω) =
Ω

Ω2 − ω2 − iωΩζ̃(ω)
(2.87)

这就是布朗振子谱的谱密度函数。
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2.4 体系–环境纠缠定理的数值验证

为了数值验证体系–环境纠缠定理，我们考虑一个二能级体系，它与声子库
耦合。体系的哈密顿量 HS和体系的耗散模 Q̂以泡利算符的形式给出,即

HS =
1

2
∆σ̂z, Q̂ = σ̂x. (2.88)

χQQ(t) ≡ i⟨[Q̂(t), Q̂(0)]⟩T

= iTr{[Q̂(t), Q̂(0)]ρT(t)}

= iTr{Q̂(t)[Q̂(0), ρT(t)]}

= iTr{Q̂e−iLTt[Q̂, ρT(t)]} (2.89)

图2.1,图2.3,图2.5画出了不同环境谱密度时，χSB(t)与 χBS(t)的实部和虚部。

图中可以看到，不论环境谱密度是哪种形式，都有 χSB(t) = χBS(t)。作傅立叶变

换，可以得到 χSB(ω) = χBS(ω)。

图2.2,图2.4,图2.6给出了不同环境谱密度时，体系–环境纠缠定理的验证结
果。从图中可知，无论环境谱密度是哪种形式，相关的响应函数都很好的满足体

系–环境纠缠定理。
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对于声子库,我们首先采用 Drude谱，

Jph(ω) =
2λγω

ω2 + γ2
(2.90)

0 5 10 15 20 25 30
t

−0.04

−0.02

0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

0.10

χ(
t)

Re[χSB(t)]
Im[χSB(t)]
Re[χBS(t)]
Im[χBS(t)]

图 2.1 响应函数 χ(t)随时间 t的变化，环境为 Drude谱。模拟参数为温度 T = 1.0, ϵ = 0.5,
∆ = 0.0,λ = 0.5, γ = 1.0.

0 1 2 3 4 5
ω/Δ

−0.2

−0.1

0.0

0.1

0.2

χΔ
ω
)
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Re[ϕΔω)χSSΔω)]
Im[ϕΔω)χSSΔω)]
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ω/Δ
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0.20

χΔ
ω
)

Re[χBBΔω)]
Im[χBBΔω)]
Re[ϕΔω) +ϕΔω)χSBΔω)]
Im[ϕΔω) +ϕΔω)χSBΔω)]

图 2.2 响应函数 χ(ω)随频率 ω的变化,环境为Drude谱。模拟参数为温度 T = 1.0, ϵ = 0.5,
∆ = 0.0,λ = 0.5, γ = 1.0.
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然后采用布朗振子谱，

Jph(ω) =
2λΩ2ζω

(ω2 − Ω2)2 + ζ2ω2
. (2.91)

过阻尼布朗振子谱情形
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t
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χ(
t)

Re[χSB(t)]
Im[χSB(t)]
Re[χBS(t)]
Im[χBS(t)]

图 2.3 响应函数 χ(t)随时间 t的变化，环境为过阻尼布朗振子谱。模拟参数为温度 T = 1.0,
ϵ = 0.5, ∆ = 0.0,λ = 0.5, Ω = 1.0, ζ = 4.0.
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图 2.4 响应函数 χ(ω)随频率 ω 的变化，环境为过阻尼布朗振子谱。模拟参数为温度 T =

1.0, ϵ = 0.5, ∆ = 0.0,λ = 0.5, Ω = 1.0, ζ = 4.0.
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欠阻尼布朗振子谱情形
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Re[χBS(t)]
Im[χBS(t)]

图 2.5 响应函数 χ(t)随时间 t的变化，环境为欠阻尼布朗振子谱。模拟参数为温度 T = 1.0,
ϵ = 0.5, ∆ = 0.0,λ = 0.5, Ω = 1.0, ζ = 1.0.
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图 2.6 响应函数 χ(ω)随频率 ω 的变化，环境为欠阻尼布朗振子谱。模拟参数为温度 T =

1.0, ϵ = 0.5, ∆ = 0.0,λ = 0.5, Ω = 1.0, ζ = 1.0.
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2.5 多热库情形的相空间体系–环境纠缠定理

通常的，多热库情形的复合哈密顿量可以表示为

HT = HS +
∑

α=L,R

(∑
u

Q̂uF̂αu + hα

)
(2.92)

其中，体系哈密顿量 HS 和体系耗散模 {Q̂u}是任意的。而环境则是高斯环境的
情形。也就是说 hα是谐振子型的，并且杂化的环境模 {F̂αu}是线性的。即

hα =
1

2

∑
j

ωαj(p̂
2
αj + x̂2αj) , F̂αu =

∑
j

cαujx̂αj. (2.93)

这一章我们设 ℏ = 1，βα = 1/(kBTα)，其中 kB 是玻尔兹曼常数，Tα是第 r个热

库的温度。

这里最基本的一个量就是纯环境的响应函数

ϕαuv(t− τ) ≡ i⟨[F̂ B
αu(t), F̂

B
αv(τ)]⟩B, (2.94)

其中, F̂ B
αu(t) ≡ eihαtF̂αue

−ihαt，⟨( · )⟩B ≡ trB[( · )ρ0B(T )]，这儿 ρ0B(T ) ≡ e−βhB/trB(e
−βhB)，

hB = hL + hR。这些都是无关联时纯环境的物理量。相互作用的环境谱密度函数

为 [20,93,127]

Jαuv(ω) =
1

2i

∫ ∞

−∞
dt eiωtϕαuv(t), (2.95)

在大多数量子耗散理论中，谱密度函数通常会用模型来给出。[20,82,93,116,127–129]

让我们考虑杂化环境动力学的量子朗之万方程，从式 (2.92)及式 (2.93)，即
整个体系–环境复合哈密顿 ian量 HT出发，令 Ô(t) ≡ eiHTtÔe−iHTt。我们得到

¨̂xαj(t) = −ω2
αjx̂αj(t)− ωαj

∑
u

cαujQ̂u(t). (2.96)

它的形式解是

x̂αj(t) = x̂αj(0) cos(ωαjt) + p̂αj(0) sin(ωαjt)

−
∑
u

cαuj

∫ t

0

dτ sin[ωαj(t− τ)]Q̂u(τ). (2.97)

结合式 (2.93)的第二个等式，可得

F̂αu(t) = F̂ B
αu(t)−

∑
v

∫ t

0

dτ ϕαuv(t− τ)Q̂v(τ), (2.98)

其中，纯环境的随机力算符， F̂ B
αu(t) ≡ eihαtF̂αue

−ihαt 通过定义式 (2.35)和谱密
度函数 ϕαuv(t)相联系,它具体表达为

F̂ B
αu(t) =

∑
j

cαuj[x̂αj(0) cos(ωαjt) + p̂αj(0) sin(ωαjt)]. (2.99)
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容易得到

i[F̂ B
αu(t), F̂αv(0)] = i[F̂ B

αu(t), F̂
B
αv(0)] = ϕαuv(t). (2.100)

这个对易子本身是个 c–数，它和纯环境的响应函数相等,参见式 (2.94)。
公式 (2.98)描述了环境模坐标的朗之万方程。设 χAB(t− τ) ≡ i⟨[Â(t), B̂(τ)]⟩

为两个算符之间响应函数。对于任意的体系算符 ÔS，显然，[F̂ B
αu(t), ÔS] = 0。因

此通过公式 (2.98)我们得到

⟨[F̂αu(t), ÔS(0)]⟩ = −
∑
v

∫ t

0

dτ ϕαuv(t− τ)⟨[Q̂v(τ), ÔS(0)]⟩. (2.101)

这个式子是得到后面体系–环境纠缠定理的关键，它把非局域的响应函数表示成
纯环境和局域体系的物理量的卷积。

为了得到多热库情形下关于溶剂化模坐标的体系–环境纠缠定理，我们定义
下面的响应函数：

χSS
uv(t) ≡ i⟨[Q̂u(t), Q̂v(0)]⟩,

χSF
uαv(t) ≡ i⟨[Q̂u(t), F̂αv(0)]⟩,

χFS
αuv(t) ≡ i⟨[F̂αu(t), Q̂v(0)]⟩,

χFF
αuα′v(t) ≡ i⟨[F̂αu(t), F̂α′v(0)]⟩.

(2.102)

从方程 (2.98)可以得到

χFS
αuv(t) = −

∑
v′

∫ t

0

dτ ϕαuv′(t− τ)χSS
v′v(τ) (2.103)

运用 χSF
vαu(t) = −χFS

αuv(−t),进一步导出

χSF
vαu(t) = −

∑
v′

∫ t

0

dτ ϕαv′u(t− τ)χSS
vv′(τ), (2.104)

上式的推导,是通过换元法改变积分变量 τ ′ = −τ ，然后对积分号内的两个响应
函数使用反对称关系得到的。另外，式 (2.98)还可以推出

χFF
αuα′v(t) = δαα′ϕαuv(t)−

∑
v′

∫ t

0

dτ ϕαuv′(t− τ)χSF
v′α′v(τ) (2.105)

定义杂化环境模坐标的共轭动量

Φ̂αu ≡ i
[
HT, F̂αu

]
= i
[
hα, F̂αu

]
. (2.106)

类似坐标算符和动量算符的正则对易关系，溶剂化模坐标算符和溶剂化模动量

算符的对易子 [F̂αu, Φ̂α′v] = iδαα′Ωαuv ，其中 Ωαuv ≡
∑

j cαujcαujωαj.
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海森堡绘景中的动量算符为

Φ̂αu(t) ≡ ˙̂
Fαu(t) = i

[
HT, F̂αu(t)

]
. (2.107)

hB–相互作用绘景中的动量算符为

Φ̂B
αu(t) ≡

˙̂
F B
αu(t) = i

[
hα, F̂

B
αu(t)

]
. (2.108)

对式 (2.98)两边求导可得

Φ̂αu(t) =
˙̂
F B
αu(t)−

∑
v

∫ t

0

dτ ϕ̇αuv(t− τ)Q̂v(τ) (2.109)

其中，

Φ̂B
αu(t) =

∑
j

cαujωαj[−x̂αj(0) sin(ωαjt) + p̂αj(0) cos(ωαjt)]. (2.110)

并且 [Φ̂B
αu(t), ÔS] = 0。同样地，通过公式 (2.109)我们得到

⟨[Φ̂αu(t), ÔS(0)]⟩ = −
∑
v

∫ t

0

dτ ϕ̇αuv(t− τ)⟨[Q̂v(τ), ÔS(0)]⟩. (2.111)

为了得到多热库情形的相空间体系–环境纠缠定理，我们再定义下面的响应
函数：

χSΦ
uαv(t) ≡ i⟨[Q̂u(t), Φ̂αv(0)]⟩,

χΦS
αuv(t) ≡ i⟨[Φ̂αu(t), Q̂v(0)]⟩,

χFΦ
αuα′v(t) ≡ i⟨[F̂αu(t), Φ̂α′v(0)]⟩,

χΦF
αuα′v(t) ≡ i⟨[Φ̂αu(t), F̂α′v(0)]⟩,

χΦΦ
αuα′v(t) ≡ i⟨[Φ̂αu(t), Φ̂α′v(0)]⟩.

(2.112)

同样地，方程 (2.109)还可以得到

χΦS
αuv(t) = −

∑
v′

∫ t

0

dτ ϕ̇αuv′(t− τ)χSS
v′v(τ) (2.113)

其实，根据前面提到的线性响应理论，我们有

χΦS
αuv(t) ≡ i⟨[Φ̂αu(t), Q̂v(0)]⟩

= i⟨[ ˙̂Fαu(t), Q̂v(0)]⟩

= χ̇FS
αuv(t) (2.114)
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运用 χSΦ
vαu(t) = −χΦS

αuv(−t)，我们获得

χSΦ
vαu(t) =

∑
v′

∫ −t

0

dτ ϕ̇αuv′(−t− τ)χSS
v′v(τ)

=
∑
v′

∫ t

0

dτ ϕ̇αv′u(t− τ)χSS
vv′(τ), (2.115)

同样地，根据线性响应理论，我们有

χSΦ
vαu(t) ≡ i⟨[Q̂v(t), Φ̂αu(0)]⟩

= i⟨Q̂v(t)Φ̂αu(0)⟩ − i⟨Φ̂αu(0)Q̂v(t)⟩

= i⟨Q̂v(t)
˙̂
Fαu(0)⟩ − i⟨ ˙̂Fαu(0)Q̂v(t)⟩

= −i⟨ ˙̂Qv(t)F̂αu(0)⟩+ i⟨F̂αu(0)
˙̂
Qv(t)⟩

= −i⟨[ ˙̂Qv(t), F̂αu(0)]⟩

= −χ̇SF
vαu(t) (2.116)

我们还可以推导出

χΦF
αuα′v(t) = χ̇FF

αuαv(t)

= δαα′ϕ̇αuv(t)−
∑
v′

∫ t

0

dτ ϕ̇αuv′(t− τ)χSF
v′α′v(τ) (2.117)

χFΦ
αuα′v(t) = −χ̇FF

αuαv(t) = −χΦF
αuα′v(t)

= −δαα′ϕ̇αuv(t) +
∑
v′

∫ t

0

dτ ϕ̇αuv′(t− τ)χSF
v′α′v(τ) (2.118)

χΦΦ
αuα′v(t) = χ̇FΦ

αuαv(t) = −χ̇ΦF
αuαv(t) = −χ̈FF

αuαv(t)

= −δαα′ϕ̈αuv(t) +
∑
v′

∫ t

0

dτ ϕ̈αuv′(t− τ)χSF
v′α′v(τ) (2.119)

变换到频率域，f̃(ω) =
∫∞
0

dt eiωtf(t)，我们有

χ̃FS
αuv(ω) = −

∑
v′

ϕ̃αuv′(ω)χ̃
SS
v′v(ω)

χ̃SF
vαu(ω) = −

∑
v′

χ̃SS
vv′(ω)ϕ̃αv′u(ω)

χ̃FF
αuα′v(ω) = δαα′ϕ̃αuv(ω) +

∑
u′v′

ϕ̃αuu′(ω)χ̃SS
u′v′(ω)ϕ̃α′v′v(ω)

(2.120)
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以及

χ̃ΦS
αuv(ω) = i

∑
v′

ω ϕ̃αuv′(ω)χ̃
SS
v′v(ω)

χ̃SΦ
vαu(ω) = −i

∑
v′

ω χ̃SS
vv′(ω)ϕ̃αv′u(ω)

(2.121)

令 χ̃FS(ω) ≡ {χ̃FS
αuv(ω)} , 它是一个矩阵, 其他响应谱类似, 然后我们可以把 式

(2.106)和 (2.107)重新表达为

χ̃FS(ω) = −ϕ̃(ω)χ̃SS(ω), χ̃SF(ω) = −χ̃SS(ω)ϕ̃(ω),

χ̃ΦS(ω) = iω ϕ̃(ω)χ̃SS(ω), χ̃SΦ(ω) = −iω χ̃SS(ω)ϕ̃(ω), (2.122)

以及

χ̃FF(ω) = ϕ̃(ω) + ϕ̃(ω)χ̃SS(ω)ϕ̃(ω). (2.123)

我们将这些等式称为高斯型热库模型下的多热库相空间体系–环境纠缠定理。它

们把非局域的响应函数 χ̃FS(ω), χ̃SF(ω)，χ̃FF(ω)，与局域体系的响应函数 χ̃SS(ω)

及纯环境的响应函数 ϕ̃(ω)联系起来。定义整体的体系–环境纠缠极化率，

χSF(ω) ≡
∑
a

χ̃SF
aa(ω) = trχ̃SF(ω),

χFS(ω) ≡
∑
a

χ̃FS
aa(ω) = trχ̃FS(ω).

χSΦ(ω) ≡
∑
a

χ̃SΦ
aa(ω) = trχ̃SΦ(ω),

χΦS(ω) ≡
∑
a

χ̃ΦS
aa(ω) = trχ̃ΦS(ω).

(2.124)

从式 (2.122)我们立即得到

χSF(ω) = χFS(ω). (2.125)

χSΦ(ω) = −χΦS(ω) = iω χSF(ω) = iω χFS(ω). (2.126)

这描述了整体的体系–环境纠缠极化率的倒易关系。
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2.6 本章小结

在本章，我们推导出了体系–环境纠缠定理式 (2.53)和 (2.54)，该定理对与
高斯型环境耦合的任意体系均成立。体系–环境纠缠定理表明，当环境的相互作
用谱密度 {ϕab(t)}给定的时候，体系–环境的纠缠性质可以与开放体系的定域性
质直接联系起来。该定理使得传统的量子耗散理论也可以用来处理体系–环境的
纠缠性质，尽管它们只是关注约化体系的动力学行为。

30



第 3章 体系与环境纠缠的耗散子理论

第 3章 体系与环境纠缠的耗散子理论

耗散子运动方程（DEOM）是处理开放量子体系动力学的精确理论。DEOM
中的动力学变量称为耗散子密度算符（DDOs）。其中不仅包括体系的约化密度
矩阵 ρS(t) ≡ trBρT(t)，还包括一组关于环境耗散子结构的约化密度算符。

本章讨论玻色子的 DEOM 理论及其对体系和杂化声子热库的动力学的计
算。

3.1 相空间耗散子理论

在本节中，我们将重新讨论耗散子运动方程（DEOM）理论，[133–135] 重点是
把它扩展到杂化环境的相空间动力学。

3.1.1. 背景介绍与物理模型

当环境的非 Markov性和非微扰无法忽视时，纠缠的体系–环境动力学就会
有至关重要的作用。就严格的方法而言，人们经常利用级联运动方程（HEOM）
理论，[86,98,115–117,136] 它与 Feynman–Vernon影响泛函路径积分公式 [62] 的求导结果

等价。对于耦合高斯型环境的任意体系，HEOM和 Feynman–Vernon影响泛函路
径积分都是严格的方法。然而，HEOM中包含大量没有物理意义的数学上的辅
助密度矩阵（ADOs），这限制了 HEOM的适用范围。在这个意义上说，HEOM
主要是研究约化体系的理论，而 DEOM不仅可以研究约化体系，还可以直接研
究杂化环境的性质。其实，DEOM理论包含 HEOM理论。
对于开放量子系统, DEOM理论是一个严格的非微扰多体方法。相空间耗散

子理论使 DEOM成为一个模拟热输运过程的强有力工具。
考虑任意一个体系同时与左右两个不同温度的热库耦合，两热库的温度分

别为 TL和 TR。标记 α-库的哈密顿量为 hα，其中 α =L或 R。不失一般性的，整
个体系–热库复合哈密顿量可以写为

HT = HS +
∑
α

(
hα +

∑
u

Q̂uF̂αu

)
. (3.1)

这儿, u标记了不同的耦合模式。体系的哈密顿量 HS 与耗散模 {Q̂u}是任意的。
在上面的方程中，我们用小写字母标记环境的哈密顿量，表示是高斯型环境的情

形。这不仅要求 hα是谐振子型的，还要求杂化环境模 {F̂αu}关于环境坐标算符
是线性的，即
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hα =
1

2

∑
j

ωαj(p̂
2
αj + x̂2αj) and F̂αu =

∑
j

cαujx̂αj. (3.2)

Φ̂αu =
∑
j

cαujωαj p̂αj (3.3)

环境的微观描述即频率为 {ωαj}、坐标为 {xαj}、动量为 {pαj}的大量谐振子，它
们与体系以 {cαuj}的强度耦合。
整个这一章，我们设 ℏ = 1，βα = 1/(kBTα)，其中 kB 是玻尔兹曼常数，Tα

是第 α个热库的温度。

3.1.2. 热库相关函数与响应函数

前面的关系式都是定义在整个系统空间的。为了更好的分析耗散系统，此后

我们采用体系与环境的约化描述。假设热库通过环境空间的算符集合 {F B
a (t) ≡

eihBtFae
−ihBt}与体系发生相互作用，并引起体系的能量驰豫和退相干。类似地，

热库相关函数定义为

C̃ab(t) ≡ trB[F
B
a (t)F

B
b (0)ρ

eq
B ] ≡ ⟨F B

a (t)F
B
b (0)⟩B. (3.4)

为了避免混淆，我们把热库响应函数 χab(t)重新标记为

ϕab(t) ≡ i⟨[F B
a (t), F

B
b (0)]⟩B. (3.5)

环境的谱密度函数 ϕ̂
(−)
ab (ω) [或 χ̂

(−)
ab (ω)]重新标记为 Jab(ω)。显然，本节前面的所

有关系式对热库相关函数与响应函数仍然适用。

Jαuv(ω) =
1

2

∫ ∞

−∞
dt eiωt⟨[F B

αu(t), F
B
αv(0)]⟩B, (3.6)

举个例子，式 (2.20)对应的涨落–耗散定理现在改写为

C̃ab(t) =
1

π

∫ ∞

−∞
dω
e−iωtJab(ω)

1− e−βω
. (3.7)

3.1.3. DEOM理论与耗散子代数

对于高斯型热库 (在本节中我们有时候也叫高斯型环境),它们对体系的影响
可以通过谱函数 Jαα′uv(ω) = δαα′Jαuv(ω)来表征，当 ω ⩾ 0的时候，

Jαuv(ω) =
π

2

∑
j

cαujcαvjδ(ω − ωαj). (3.8)

Jαuv(ω)与热库相关函数可以通过涨落–耗散定理 [20,93]联系起来，

⟨F̂ B
αu(t)F̂

B
αv(0)⟩B =

1

π

∫ ∞

−∞
dω

e−iωtJαuv(ω)

1− e−βαω
≃

K∑
k=1

ηαuvke
−γαkt. (3.9)
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这儿, hB ≡
∑

α hα，而 F̂ B
αu(t) ≡ eihBtF̂αue

−ihBt 是 hB 相互作用绘景中的杂化环境

算符。⟨Ô⟩B ≡ trB(Ôe
−βαhB)/trB(e

−βαhB)表示对任意一个算符 Ô 在纯环境的热力

学平衡态做系综平均。最后一个等式的 e指数分解可以用一些先进的“极点求

和”（sum-over-pole）方案 [137–141] 容易地的实现。来自玻色函数分解的极点，其

指数项和对应的指前因子均为实数。来自谱密度函数分解的极点，其指数项和对

应的指前因子，要么是实数，要么以复共轭的形式成对出现。因此，根据式 (3.9)
，我们可以从时间反演关系 ⟨F̂ B

αv(0)F̂
B
αu(t)⟩B = ⟨F̂ B

αu(t)F̂
B
αv(0)⟩∗B,得到

⟨F̂ B
αv(0)F̂

B
αu(t)⟩B =

K∑
k=1

η∗αvuk̄e
−γαkt; (γαk̄ = γ∗αk). (3.10)

耗散子代数的构造是从耗散子分解出发的，

F̂αu =
∑
k

f̂αuk. (3.11)

为了使溶剂化模坐标可以满足式 (3.9)和 (3.10)，我们让这组耗散子 {f̂αuk}服从

⟨f̂αuk(t)f̂α′vk′(0)⟩B = δαα′δkk′ηαuvke
−γαkt,

⟨f̂α′vk′(0)f̂αuk(t)⟩B = δαα′δkk′η
∗
αuvk̄e

−γαkt.
(3.12)

这样就可以得到广义扩散方程 [133,134]

trB

[( ∂
∂t
f̂αuk

)
B
ρT(t)

]
= −γαktrB

[
f̂αukρT(t)

]
. (3.13)

DEOM中的动力学变量是耗散子密度算符 (DDOs): [133–135]

ρ(n)n (t) ≡ trB

[(∏
αuk

f̂nαuk
αuk

)◦
ρT(t)

]
. (3.14)

这里，n ≡ {nαuk}表征了所有 n阶耗散子的结构，其中 n =
∑

αuk nαuk。对

于玻色型耗散子，要求 nαuk ⩾ 0

体系约化密度算符是其中的 ρ
(0)
0 。(· · · )◦ 中的耗散子算符乘积是 不可约的,

对于玻色型耗散子，即满足 (f̂αukf̂α′vk′)
◦ = (f̂α′vk′ f̂αuk)

◦。广义扩散方程 (3.13)用
DDOs的形式表示为

ρ(n)n (t;h×B ) = −i
(∑

αuk

nαukγαk

)
ρ(n)n (t). (3.15)

上式体现了环境哈密顿量的作用。这里,我们标记 Â×( · ) ≡ [Â, · ]。耗散子代数
是从 Liouville空间到 DEOM空间一个很自然的拓展。任意一个O算符作用到式
(3.14)中的 ρ

(n)
n (t)上，即作用到 DDO上，可以表示为

ρ(n)n (t;O) ≡ trB

[(∏
αuk

f̂nαuk
αuk

)◦
ρT(t;O)

]
(3.16)
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其中 ρT(t;O) ≡ OρT(t).全文将采用上面的记号。对于 Liouville空间任意一个力
学量算符 Â的作用，我们记作

Â>ρT(t) ≡ ÂρT(t),

Â<ρT(t) ≡ ρT(t)Â.
(3.17)

体系–环境耦合作用采用广义Wick定理 [133,134]来处理，

ρ(n)n (t; f̂>
αuk) = ρ

(n+1)

n+
αuk

(t) +
∑
α′vk′

nα′vk′⟨f̂α′vk′ f̂αuk⟩>B ρ
(n−1)

n−
α′vk′

(t),

ρ(n)n (t; f̂<
αuk) = ρ

(n+1)

n+
αuk

(t) +
∑
α′vk′

nα′vk′⟨f̂αukf̂α′vk′⟩<B ρ
(n−1)

n−
α′vk′

(t).
(3.18)

下标 n±
αuk 与 n的差别是在特定的 f̂αuk 耗散子上布局数 nαuk 相差 ±1。而且，根

据式 (3.12),

⟨f̂αukf̂α′vk′⟩>B ≡ δαα′δkk′⟨f̂αuk(0+)f̂α′vk′⟩B = δαα′δkk′ηαuvk,

⟨f̂α′vk′ f̂αuk⟩<B ≡ δαα′δkk′⟨f̂α′vk′ f̂αuk(0+)⟩B = δαα′δkk′η
∗
αuvk̄.

(3.19)

因此式 (3.18)可化为,

ρ(n)n (t; f̂>
αuk) = ρ

(n+1)

n+
αuk

(t) +
∑
v

nαvkηαuvkρ
(n−1)

n−
αvk

(t),

ρ(n)n (t; f̂<
αuk) = ρ

(n+1)

n+
αuk

(t) +
∑
v

nαvkη
∗
αuvk̄ρ

(n−1)

n−
αvk

(t).
(3.20)

由于溶剂化模坐标 F̂αu具有明确的物理意义，我们给出

ρ(n)n (t; F̂>
αu) =

∑
k

ρ
(n+1)

n+
αuk

(t) +
∑
vk

nαvkηαuvkρ
(n−1)

n−
αvk

(t),

ρ(n)n (t; F̂<
αu) =

∑
k

ρ
(n+1)

n+
αuk

(t) +
∑
vk

nαvkη
∗
αuvk̄ρ

(n−1)

n−
αvk

(t).
(3.21)

该式反映了溶剂化模坐标在耗散子约化密度算符上作用形式。

对式 (3.14) 中的整个复合密度算符 ρT(t) 应用 Liouville–von Neumann 方程,
然后利用式 (3.11)和 (3.15)，结合坐标空间的耗散子代数 (3.20)，我们最终得到
所谓的 DEOM [133]公式

ρ̇(n)n =−
(
iLS +

∑
αuk

nαukγαk

)
ρ(n)n − i

∑
αuk

[
Q̂u, ρ

(n+1)

n+
αuk

]
− i

∑
αuvk

nαuk

[
ηαuvkQ̂uρ

(n−1)

n−
αuk

− η∗αuvk̄ρ
(n−1)

n−
αuk

Q̂u

]
. (3.22)

HS, {Q̂u}, {ηαuvk}, {γαk}唯一确定了一个级联方程组。该式和 HEOM公式描述
了相同的动力学。[86,98,115–117,136]
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图 3.1 DEOM级联结构示意图

我们定义溶剂化模动量

Φ̂αu ≡ i
[
HT, F̂αu

]
= i
[
hα, F̂αu

]
. (3.23)

则有对易关系

[F̂αu, Φ̂α′v] = iδαα′Ωαuv. (3.24)

其中，Ωαuv 是一个常数

Ωαuv ≡
∑
j

cαujcαujωαj. (3.25)

通过式 (3.8),容易证明

Ωαuv =
1

π

∫ ∞

−∞
dω ωJαuv(ω). (3.26)

根据式 (3.9)，还可以得到

Ωαuv = −2i
∑
k

γαkηαuvk = 2i
∑
k

γαkη
∗
αuvk̄. (3.27)

类比式 (3.11)我们可以对溶剂化模动量进行分解

Φ̂αu =
∑
k

φ̂αuk. (3.28)
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最终我们得到关于 {φ̂αuk}的动量空间的耗散子代数

ρ(n)n (t; φ̂>
αuk) = −γαk

[
ρ
(n+1)

n+
αuk

(t)−
∑
v

nαvkηαuvkρ
(n−1)

n−
αvk

(t)
]
,

ρ(n)n (t; φ̂<
αuk) = −γαk

[
ρ
(n+1)

n+
αuk

(t)−
∑
v

nαvkη
∗
αuvk̄ρ

(n−1)

n−
αvk

(t)
]
.

(3.29)

同样地，由于溶剂化模动量 Φ̂αu具有明确的物理意义，我们给出

ρ(n)n (t; Φ̂>
αu) = −

∑
k

γαk

[
ρ
(n+1)

n+
αuk

(t)−
∑
v

nαvkηαuvkρ
(n−1)

n−
αvk

(t)
]
,

ρ(n)n (t; Φ̂<
αu) = −

∑
k

γαk

[
ρ
(n+1)

n+
αuk

(t)−
∑
v

nαvkη
∗
αuvk̄ρ

(n−1)

n−
αvk

(t)
]
.

(3.30)

该式反映了溶剂化模动量在耗散子约化密度算符上作用形式。耗散子坐标的代

数式 (3.20)和耗散子动量的代数式 (3.29)一起构成了相空间的耗散子代数。作如
下定义

ρ(n)n

(
t; [f̂αuk, φ̂αvk′ ]

>
)
≡ρ(n)n

[
t; (f̂αukφ̂αvk′)

>
]
− ρ(n)n

[
t; (φ̂αvk′ f̂αuk)

>
]
,

ρ(n)n

(
t; [f̂αuk, φ̂αvk′ ]

<
)
≡ρ(n)n

[
t; (f̂αukφ̂αvk′)

<
]
− ρ(n)n

[
t; (φ̂αvk′ f̂αuk)

<
]
.

(3.31)

根据前述的相空间耗散子代数，可以得到

ρ(n)n

(
t; [f̂αuk, φ̂αvk′ ]

>
)
= 2γαkδαα′δkk′ηαuvkρ

(n)
n (t),

ρ(n)n

(
t; [f̂αuk, φ̂αvk′ ]

<
)
= −2γαkδαα′δkk′η

∗
αuvk̄ρ

(n)
n (t).

(3.32)

于是我们推导出

ρ(n)n

(
t; [F̂αu, Φ̂α′v]

>
)
= 2
(∑

k

γαkηαuvk

)
δαα′ρ(n)n (t) = iδαα′Ωαuvρ

(n)
n (t),

ρ(n)n

(
t; [F̂αu, Φ̂α′v]

<
)
= −2

(∑
k

γαkη
∗
αuvk̄

)
δαα′ρ(n)n (t) = iδαα′Ωαuvρ

(n)
n (t).

(3.33)

由此可见，正如式 (3.24)所描述的，[F̂αu, Φ̂αv]是一个常数，所以与耗散子密度

算符（DDOs）对易，左作用和右作用的结果都一样，都是直接乘到耗散子密度
算符（DDOs）上面。

3.2 耗散子的产生湮灭算符

3.2.1. 耗散子的湮灭和产生算符

根据 (3.20)和式 (3.29),可得

ρ(n)n

(
t; 1

2
(f̂>

αuk +
1

γαk
φ̂>
αuk)

)
=
∑
v

nαvkηαuvkρ
(n−1)

n−
αvk

(t),

ρ(n)n

(
t; 1

2
(f̂<

αuk +
1

γαk
φ̂<
αuk)

)
=
∑
v

nαvkη
∗
αuvk̄ρ

(n−1)

n−
αvk

(t),
(3.34)
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以及

ρ(n)n

(
t; 1

2
(f̂>

αuk − 1
γαk
φ̂>
αuk)

)
= ρ

(n+1)

n+
αuk

(t),

ρ(n)n

(
t; 1

2
(f̂<

αuk − 1
γαk
φ̂<
αuk)

)
= ρ

(n+1)

n+
αuk

(t).
(3.35)

定义耗散子的湮灭算符和产生算符

d̂−>

αuk =
1
2
(f̂>

αuk +
1

γαk
φ̂>
αuk), d̂+>

αuk =
1
2
(f̂>

αuk − 1
γαk
φ̂>
αuk), (3.36)

d̂−<

αuk =
1
2
(f̂<

αuk +
1

γαk
φ̂<
αuk), d̂+<

αuk =
1
2
(f̂<

αuk − 1
γαk
φ̂<
αuk). (3.37)

相应地,逆变换为

f̂>
αuk = (d̂−>

αuk + d̂+>

αuk), φ̂>
αuk = γαk(d̂

−>

αuk − d̂+>

αuk), (3.38)

f̂<
αuk = (d̂−<

αuk + d̂+<

αuk), φ̂<
αuk = γαk(d̂

+<

αuk − d̂−<

αuk). (3.39)

此时根据 (3.34)–式 (3.35),便有

ρ(n)n (t; d̂−>

αuk) =
∑
v

nαvkηαuvkρ
(n−1)

n−
αvk

(t), ρ(n)n (t; d̂+>

αuk) = ρ
(n+1)

n+
αuk

(t), (3.40)

ρ(n)n (t; d̂−<

αuk) =
∑
v

nαvkη
∗
αuvk̄ρ

(n−1)

n−
αvk

(t), ρ(n)n (t; d̂+<

αuk) = ρ
(n+1)

n+
αuk

(t). (3.41)

这就是耗散子的湮灭算符和产生算符对耗散子密度算符的作用。此外,通过定义
(3.36)和式 (3.37),利用式 (3.32),可以证明:

ρ(n)n

(
t; [d̂−αuk, d̂

+
αvk′ ]

>
)
= −δαα′δkk′ηαuvkρ

(n)
n (t),

ρ(n)n

(
t; [d̂−αuk, d̂

+
αvk′ ]

<
)
= δαα′δkk′η

∗
αuvk̄ρ

(n)
n (t).

(3.42)

这是耗散子湮灭和产生算符之间的对易关系。

3.3 耗散子动力学空间的量子力学

耗散子理论包括耗散子运动式 (3.22)、耗散子代数（关于溶剂化坐标的耗散
子代数 (3.11) 和式 (3.20) 以及关于溶剂化动量的耗散子代数 (3.28) 和式 (3.29)。
这些公式一起构成了耗散子动力学空间的量子力学的理论基础。耗散子动力学

空间的量子力学可计算和以下三类物理量有关的的期望值和相关函数:

Â ∈ {ÂS, ÂSF̂αu, ÂSΦ̂αu}, (3.43)

式中，ÂS是体系空间的任意力学量。
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3.3.1. 均值的计算

耗散子动力学空间的量子力学是 Liouville空间的量子力学的自然推广。在
耗散子动力学空间中，总系统的密度算符 ρT(t)被映射为

ρT(t) → ρ(t) = {ρ(n)n (t);n = 0, 1, 2, · · · }. (3.44)

相应地,我们把力学量算符也映射到耗散子动力学空间,即

Â→ Â ≡ {Â(n)
n ;n = 0, 1, 2, · · · }, (3.45)

从而，力学量期望值

Ā(t) ≡Tr[ÂρT(t)] =
∑
n

trS
[
Â(n)

n ρ(n)n (t)
]
. (3.46)

式 (3.43)中的三类物理量的映射分别为

ÂS → Â = {Â(0) = ÂS; Â(n>0)
n = 0}, (3.47)

ÂSF̂αu → Â = { Â(1)
α′vk = δαα′δuvÂS; Â(n ̸=1)

n = 0}, (3.48)

ÂSΦ̂αu → Â = { Â(1)
α′vk = −δαα′δuvγαkÂS; Â(n ̸=1)

n = 0}. (3.49)

具体地，三类物理量的期望值为:

ĀS(t) ≡ Tr[ÂSρT(t)] = trS
[
ÂSρ

(0)(t)
]
. (3.50)

Tr[ÂSF̂αuρT(t)]=trS
{
ÂStrB[F̂αuρT(t)]

}
=
∑
k

trS
{
ÂSρ

(1)
αuk(t)

}
. (3.51)

Tr[ÂSΦ̂αuρT(t)]=trS
{
ÂStrB[Φ̂αuρT(t)]

}
=−

∑
k

γαktrS
{
ÂSρ

(1)
αuk(t)

}
. (3.52)

3.3.2. 相关函数的计算

Â与 B̂ 之间的相关函数为

⟨Â(t)B̂(0)⟩ = ⟨Âe−iLTtB̂>ρstT ⟩ ≡ ⟨ÂρT(t; B̂>)⟩, (3.53)

通过 Liouville空间到耗散子动力学空间的映射，相关函数表示为

⟨Â(t)B̂(0)⟩ =
∑
n

trS
[
Â(n)

n ρ(n)n (t; B̂>)
]
. (3.54)

其中的 ρ(t; B̂>) ≡ {ρ(n)n (t; B̂>)}满足耗散子运动式 (3.22)。它的初值 ρT(0; B̂
>) =

B̂>ρstT ,可以通过下式确定

ρ(n)n (0; B̂>) ≡ trB

[(∏
αuk

f̂nαuk
αuk

)◦
B̂>ρstT

]
. (3.55)
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于是,对于式 (3.43)中的三类算符，我们有

ρ(n)n (0; B̂>
S ) = B̂Sρ

(n);st
n ,

ρ(n)n (0; (B̂SF̂αu)
>) = B̂Sρ

(n)
n (0; (F̂αu)

>),

ρ(n)n (0; (B̂SΦ̂αu)
>) = B̂Sρ

(n)
n (0; (Φ̂αu)

>).

(3.56)

利用耗散子代数,可得

ρ(n)n (0; (F̂αu)
>) =

∑
k

[
ρ
(n+1);st

n+
αuk

+
∑
v

nαvkηαuvkρ
(n−1);st

n−
αvk

]
, (3.57)

以及

ρ(n)n (0; (Φ̂αu)
>) = −

∑
k

γαk

[
ρ
(n+1);st

n+
αuk

−
∑
v

nαvkηαuvkρ
(n−1);st

n−
αvk

]
. (3.58)

这里的 {ρ(n);stn }是动力学式 (3.22)的稳态解。相关函数的计算步骤如下: 第一步，
计算 DEOM的稳态解 {ρ(n);stn },可以通过平衡演化或自洽迭代；[142]第二步，通过
(3.56) –式 (3.58),确定初始值 {ρ(n)n (0; B̂>)};第三步，根据 DEOM式 (3.22)演化，
以得到 {ρ(n)n (t; B̂>)};第四步通过 (3.50) –式 (3.49),计算 ⟨Â(t)B̂(0)⟩。这里的 Â或

B̂ 都可以是式 (3.43)中所涉及的物理量。
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3.4 本章小结

本章主要介绍了耗散子理论，包括耗散子运动式 (3.22)、耗散子代数（关于
溶剂化坐标的耗散子代数 (3.11) 和式 (3.20) 以及关于溶剂化动量的耗散子代数
(3.28)和式 (3.29)。这些公式一起构成了耗散子动力学空间的量子力学的理论基
础。有了耗散子动力学空间的量子力学，我们就可计算物理可观测量的期望值和

相关函数。
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第 4章 体系与环境纠缠的光吸收谱

光谱，是表征物质结构最为常用和有效的手段之一。当所施加的光场不仅与

体系发生相互作用，而且还会与环境相耦合时，就会产生所谓的 Fano效应。在
本章中，我们的研究中心是体系与环境纠缠的光吸收谱，以及其中的 Fano干涉
线型。我们同时利用体系–环境纠缠定理和耗散子运动方程（DEOM）理论，计
算和讨论了不同环境偶极的情形下，Fano干涉线型的变化。这其中所反映的体
系–环境纠缠效应，对微观纳米器件的光学操控有着重要的借鉴意义。

4.1 线性吸收光谱

在本节中，我们简要介绍一下线性吸收光谱。线性吸收光谱是线性光谱学中

最为重要的一类，它被广泛应用于分子和固体的表征。根据第 2章中介绍的线性
响应理论，外场 E(t)作用下的一阶极化响应为

P (1)(t) =

∫ t

−∞
dτ χ(t− τ)E(τ). (4.1)

这里的

χ(t− τ) = i⟨[µ̂(t), µ̂(τ)]⟩ (4.2)

是偶极–偶极响应函数。根据电动力学的理论，一阶极化所发射的电场强度为

E(1)(t) ∝ −iP (1)(t). (4.3)

探测器所测量的是长时间内总光场的强度总和，即∫ ∞

0

dt |E(t) + E(1)(t)|2 =
∫ ∞

0

dt
{
|E(t)|2 + |E(1)(t)|2 + 2Re[E(t)E(1)(t)]

}
. (4.4)

线性吸收光谱的实验装置如图4.1所示。其中，光谱仪的作用就是对电场作傅里
叶变换，转到频率域：

|E0(ω) + E(1)(ω)|2 = |E0(ω)|2 + |E(1)(ω)|2 + 2ReE0(ω)E
(1)(ω). (4.5)

因为我们讨论的是微扰情形，上式右边第二项作为高阶微扰可以忽略。测量吸收

谱时，通常会用透过前的光强对透过后的光强进行归一化，即

I

I0
≡ |E0(ω) + E(1)(ω)|2

|E0(ω)|2
= 1 +

2ReE0(ω)E
(1)(ω)

|E0(ω)|2
. (4.6)

线性微扰下，吸收光谱可以表示为

A(ω) ∝ −|E0(ω) + E(1)(ω)|2

|E0(ω)|2
+ 1 = −2ReE0(ω)E

(1)(ω)

|E0(ω)|2
= −2ReE(1)(ω) (4.7)
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图 4.1 线性吸收光谱的实验装置简图，图片选自 Peter Hamm, Principles of Nonlinear Op-
tical Spectroscopy: A Practical Approach.

最终，我们得到吸收光谱

A(ω) ∝ Re

∫ ∞

0

dteiωtC̃(t) = CAB. (4.8)

这里的

χ(t− τ) = i⟨µ̂(t)µ̂(τ)⟩ (4.9)

是偶极–偶极相关函数。

4.2 Fano共振线型

Fano共振是一种会产生非对称线形的散射共振现象，是相互作用量子系统
的一个特征，存在于原子和半导体异质结构等体系的光谱学中，大量研究已证

实在电磁超材料和光子晶体等结构中也可以诱导 Fano共振的产生，并且在激光
器、传感器和光学领域有很大的应用潜力 [143–145] 。当电子的跃迁或隧穿过程发

生在两个相互作用的态之间，其中的一个态是离散态（孤立能级），而另一个态

是连续态，并且孤立能级处于连续态的能量范围，由于跃迁过程导致的发射光谱

或者隧穿过程出现的共振隧穿峰，会出现由于两个态的量子干涉所造成的非对

称线型，这种现象就称为 Fano共振，对应的线型称为 Fano线型。图4.2基于离
散态和连续态的叠加阐述解释了 Fano共振现象。

图 4.2 基于离散态和连续态叠加来阐述解释 Fano共振的示意图 [146]
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4.3 自旋–玻色模型中的 Fano线型

我们重点研究单耗散模的自旋–玻色模型，并计算 Fano干涉谱。我们将会看
到，基于体系–环境纠缠定理的间接计算，与 DEOM直接计算 [131]的结果完全一

致。

有外场 E(t)时，设整个体系–环境复合模型的 Hamilton量为

HT(t) =
Ω

2
σ̂z + hB + σ̂xF̂ − µ̂TE(t), (4.10)

其中

µ̂T = µSσ̂x + νBF̂ . (4.11)

第一项, µ̂S = µSσ̂x,代表二能级体系（或溶质分子）的跃迁偶极，体系本身没有
永久偶极。式 (4.11)第二项描述的是外光场 E(t)诱导的热库 (溶剂)偶极。从物
理上讲，这对应于单个溶剂分子的极性较小但方向随机的情况。因此，大部分溶

剂在非极性溶质分子周围是各向同性的。假设外光场是线性极化的，外光场将破

坏原来的各向同性的对称性，诱导溶剂极化。另一方面，由于式 (4.10)中存在的
体系–环境耦合作用，溶质体系的跃迁偶极也可以诱导溶剂发生极化，即溶剂化
模坐标 F̂ 发生改变。

尽管如此，为了完成我们当前的工作，我们假设环境的极化，即式 (4.11)的
第二项，形式为 µ̂B = νBF̂。整个复合系统的极化率表示为

Ξ(ω) ≡ i

∫ ∞

0

dt eiωt
〈
[µ̂T(t), µ̂T(0)]

〉
= µ2

SχSS(ω) + 2µSνBχSB(ω) + ν2BχBB(ω), (4.12)

其中 [参见式 (2.47)和 (2.56)]

χSS(ω) ≡ i

∫ ∞

0

dt eiωt⟨[σ̂x(t), σ̂x(0)]⟩,

χSB(ω) ≡ i

∫ ∞

0

dt eiωt⟨[σ̂x(t), F̂ (0)]⟩,

χBB(ω) ≡ i

∫ ∞

0

dt eiωt⟨[F̂ (t), F̂ (0)]⟩.

(4.13)

运用体系–环境纠缠定理式 (2.53)与 (2.54)，可以使式 (4.12)重写为

Ξ(ω) = ν2B ϕ̃(ω) + [µS − νBϕ̃(ω)]
2χSS(ω). (4.14)

进一步，我们标记

ϕr(ω) ≡ Re ϕ̃(ω), ϕi(ω) ≡ Im ϕ̃(ω),

q(ω) ≡ µS − νBϕr(ω).
(4.15)

再引入

z(ω) ≡ χSS(ω)

|χSS(ω)|2
≡ zr(ω) + izi(ω). (4.16)
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图 4.3 上半图是 χSS(ω)的实部（虚线）和虚部（实线），下半图是 Σ(ω) ,黑线表示低温情
形（βΩ = 10），红线表示高温情形（βΩ = 2）。作为比较，Im ϕ̃(ω)（蓝色细线）也

画在一起。为了作图方便且清楚，下半图的实线纵坐标都放大了 10倍。ReΣ(ω)在

ω 趋于 +∞的渐进行为是二次的。环境采用的是 Drude谱 ϕ̃(ω) = 2λγ/(γ − iω)，

参数的选取如下：λ = 0.05Ω，γ = 0.5Ω。

这儿，zr(ω) ≡ Re z(ω)，zi(ω) ≡ Im z(ω)。通过一些简单的代数可以从式 (4.14)
得到

ReΞ(ω)

|χSS(ω)|2
=

ν2Bϕr(ω)

|χSS(ω)|2
+ 2νBϕi(ω)q(ω)zi(ω)

+ [q2(ω)− ν2Bϕ
2
i (ω)]zr(ω), (4.17)

以及

ImΞ(ω)

|χSS(ω)|2
= [zi(ω)− ϕi(ω)][q

2(ω) + ν2Bϕi(ω)zi(ω)]

+ ϕi(ω)[q(ω)− νBzr(ω)]
2. (4.18)

下面是上式的推导过程：

χ(ω) = ν2B ϕ̃(ω) + [µS − νBϕ̃(ω)]
2χ̃SS(ω) (4.19)
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χ(ω)

|χ̃SS(ω)|2
= ν2B ϕ̃(ω)|ξ(ω)|2 + [µS − νBϕ̃(ω)]

2ξ(ω)

= ν2B ϕ̃(ω)|ξ(ω)|2 + [µS − νBϕ̃
′(ω)− iνBϕ̃

′′(ω)]2ξ(ω) (4.20)

χ(ω)

ν2B |χ̃SS(ω)|2
= ϕ̃(ω)|ξ(ω)|2 + [µ′

S − ϕ̃(ω)]2ξ(ω)

= ϕ̃(ω)|ξ(ω)|2 + [µ′
S − ϕ̃′(ω)− iϕ̃i(ω)]

2ξ(ω)

= ϕ̃(ω)|ξ(ω)|2 + [q̄(ω)− iϕ̃i(ω)]
2ξ(ω)

= ϕ̃(ω)|ξ(ω)|2 + [q̄2(ω)− ϕ̃2
i (ω)− 2iq̄(ω)ϕ̃i(ω)]ξ(ω) (4.21)

χi(ω)

ν2B |χ̃SS(ω)|2
= ϕ̃i(ω)[ξ

2
r (ω) + ξ2i (ω)] + [q̄2(ω)− ϕ̃2

i (ω)]ξi(ω)− 2q̄(ω)ϕ̃i(ω)ξr(ω)

= ϕ̃i(ω)ξ
2
r (ω)− 2ϕ̃i(ω)q̄(ω)ξr(ω) + ϕ̃i(ω)q̄

2(ω)− ϕ̃i(ω)q̄
2(ω)

+ ϕ̃i(ω)ξ
2
i (ω) + q̄2(ω)ξi(ω)− ϕ̃2

i (ω)ξi(ω)

= ϕ̃i(ω)[ξr(ω)− q̄(ω)]2 + q̄2(ω)ξi(ω)− ϕ̃i(ω)q̄
2(ω)

+ ϕ̃i(ω)ξ
2
i (ω)− ϕ̃2

i (ω)ξi(ω)

= ϕ̃i(ω)[ξr(ω)− q̄(ω)]2 + q̄2(ω)[ξi(ω)− ϕ̃i(ω)]

+ ϕ̃i(ω)ξi(ω)[ξi(ω)− ϕ̃i(ω)]

= ϕ̃i(ω)[ξr(ω)− q̄(ω)]2 + [ξi(ω)− ϕ̃i(ω)][q̄
2(ω) + ϕ̃i(ω)ξi(ω)] (4.22)

q̄(ω) ≡ µ′
S − ϕ̃r(ω). (4.23)

χr(ω)

ν2B |χ̃SS(ω)|2
= ϕ̃r(ω)[ξ

2
r (ω) + ξ2i (ω)] + [q̄2(ω)− ϕ̃2

i (ω)]ξr(ω)

+ 2q̄(ω)ϕ̃i(ω)ξi(ω) (4.24)

χr(ω)

ν2B
= ϕ̃r(ω) +

[q̄2(ω)− ϕ̃2
i (ω)]ξr(ω)

ξ2r (ω) + ξ2i (ω)

+
2q̄(ω)ϕ̃i(ω)ξi(ω)

ξ2r (ω) + ξ2i (ω)
(4.25)
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图 4.4 图4.3中高温情形的响应谱 ImΞ(ω) [cf.式 (4.14)]，各线型的环境偶极 µB ≡ 2λνB 分

别取为 µB/µS = ∞,±5,±2,±1, 0. 红线对应 +号，黑线对应 −号。

事实上，式 (4.16)中的 z(ω)与下式的自能 Σ(ω)有关，

χSS(ω) =
Ω

Ω2 − ω2 − ΩΣ(ω)
, (4.26)

具体关系是

ReΣ(ω) ≡ [Ω2 − ω2 − Ωzr(ω)]/Ω,

ImΣ(ω) ≡ zi(ω).
(4.27)

注意到，玻色–玻色模型的自能 Σ(ω) = ϕ̃(ω)。[20,93,127]然而，对于自旋–玻色模型，
自能需要通过 χSS(ω)用特定量子耗散理论的方法去计算。

图 4.1描绘了 χSS(ω) (上半图)和相应的自能 Σ(ω) (下半图)，黑线表示低温情
形（βΩ = 10），红线表示高温情形（βΩ = 2）。这里，自能 Σ(ω)是通过式 (4.26)
求出来的。式 (4.26)中的 χSS(ω)是通过严格的 DEOM方法计算得到。[133,134]在环
境没有发生极化的情形下，DEOM方法与 HEOM方法等价。[98,115–117]在环境没有
发生极化的情形下 (νB = 0)，物理上，ImχSS(ω)对应约化体系的线性响应谱，而

ReχSS(ω)对应色散谱。正如我们预测的，低温时光谱的峰更窄并且更强。下半

图中，我们发现 ReΣ(ω)在 ω趋于 +∞的渐进行为是二次的。zr(ω)也有相同的
渐进行为，参考式 (4.27)。正如之前提到的,玻色–玻色模型中 Σ(ω) = ϕ̃(ω)。我
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们观察到，低温情形 ImΣ(ω) ≈ ϕi(ω)。这也符合我们的预期，因为低温时，玻

色体系的布居主要被限制在基态和第一激发态，非常接近于自旋体系的特征。作

为参照，ϕ̃i(ω)在下半图中用蓝色细线画了出来。可以看到，这条线和黑色实线

ImΣ(ω)非常接近。

图 4.2 展示了在不同相对环境偶极强度 µB/µS 的情况下，Fano 干涉光谱
ImΞ(ω)的线型，这里 µB ≡ 2λνB。注意到极化率可正可负。图中，+号表示环境偶

极与体系偶极平行，−号表示环境偶极与体系偶极反平行。如前所述，随着温度
的降低，ImΣ(ω)和 ϕi(ω)的差别会减小，这将导致自旋–玻色模型和玻色–玻色模
型的 Fano干涉线型会更加接近。[131,132]可以参考式 (4.23)。这里，所有 Ξ(ω)的结

果都是通过式 (4.14)计算的，所需的量只有 χSS(ω)和 ϕ̃(ω) ≡ ϕr(ω)+ iϕi(ω)。我

们发现，这种使用式 (4.14)间接计算Ξ(ω)的结果，与通过式 (4.12)直接用DEOM
计算 Ξ(ω) 的结果，是完全一致的。[131,132] 因此体系–环境纠缠定理 [式 (2.53) 和
(2.54)]再一次得到了数值验证。
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4.4 本章小结

为使体系–环境纠缠定理”形象化”，对于自旋–玻色系统的 Fano干涉谱，我
们可对式 (4.12)使用 DEOM方法直接求解，或者对式 (4.14)使用纠缠定理的方
法间接求解。这两种方法得到的结果完全一致。这里所做的 Fano 分析，即式
(4.11)–(4.27)，可以很容易地扩展到更复杂的体系，注意到这里的体系–环境纠缠
定理是在非平衡稳态情形下建立的。因此，我们认为体系–环境纠缠定理与具有
强等离激元场的等离激元光谱学密切相关。此外，有了体系–环境纠缠定理之后，
其他方法，比如非平衡格林函数方法也可用来研究体系–环境的纠缠特性。
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第 5章 体系与环境纠缠的热涨落谱

热输运是自然界中非常基本、十分普遍的一种物理现象。在很多物理过程

中，热输运现象扮演着非常重要的角色。热输运问题的研究是非平衡热输运理论

和线性响应理论的重要组成部分。

1882年，傅立叶发表《热的解析理论》，标志着经典热传导的建立。傅立叶
在热传导实验的基础上，得到线性响应下热流与温度梯度的关系，即傅立叶定

律：热传导达到稳态时，热流的大小与系统中的温度梯度成正比，即

J = −κ(T )∆T. (5.1)

其中 J 代表热流，κ(T )是热导率，∆T 为温度梯度。傅立叶定律是热传导中最

基本的定律，通过该定律，可以将热流与可观测量温度联系起来。傅立叶定律是

比较普适的，不仅适用于固体热传导，也适用于液体热传导和气体热传导。

图 5.1 微集成电路中的功率密度的发展 [147]

目前宏观材料的热输运理论的发展已经很成熟，并且在实践工作中有良好

的应用。随着科技的不断发展，当代电子器件的精密度越来越高，所以，纳米体

系的热运输的研究引起了人们越来越多的关注，纳米体系的热输运性质是一个

值得研究的方向。纳米体系热输运性质的研究可以帮助我们解决电子器件中的

散热问题、设计高性能的热电器件等等。研究纳米体系的量子热输运问题，对理

论发展以及工业应用有着极其重要的意义。举个例子，散热问题是阻碍超级计算

机发展的重要原因之一。1971年，Intel公司生产的世界首台计算机的 CPU集成
了 2300个晶体管；2004年，Intel公司推出的 64位处理器计算机的 CPU集成了
5亿个晶体管。如图5.1所示，集成电路的功率密度随着电子器件体积的减小而不
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断变大，最近几年有了长足的发展，达到了 150W/cm2，与核反应堆相当。但如

果还想进一步提高芯片的性能，芯片产生的热量以指数的形式增长 [2]，这将导
致局部热度过高，严重影响芯片的寿命和性能；同时，目前的芯片结构越来越复

杂，使散热变得非常困难。在未来的集成电子器件当中，为了使电子器件发挥稳

定的性能，除了找寻高热导的散热材料，还要着重考虑电子器件的热输运性质。

纳米体系的热输运性质的研究对未来纳米电子学、集成电路的发展很重要。

对处于纳米尺度的体系而言，量子效应会凸显。在过去的几年中，热量和粒

子的量子输运问题受到了广泛的关注。一方面，它与基本物理学密切相关，例如

量子世界中的非平衡热力学。另一方面，它在能源和量子信息等应用中也起着重

要作用。这类问题的理论研究主要是根据非平衡格林函数（NEGF）方法进行的。
本章中，我们将前面提到的体系–环境纠缠定理扩展到非平衡稳态的情形。

这里采用的还是 Gauss–Wick型环境。[93,148]这是在很多耗散理论中广泛采用的一
类环境。包括形式上严格的 Feynman–Vernon影响泛函理论，[62] 以及与之等价的
级联运动方程组 (HEOM) 方法。[26,98,115–117,136,141] 前面提到的体系–环境纠缠定理
只能处理响应函数，我们扩展的理论主要是为了解决流经分子结的非平衡稳态

热流的问题。在这种情形下，扩展的体系–环境纠缠定理提供了获得非平衡态格
林函数公式的另一种途径。值得注意的是，新的理论是建立在广义朗之万方程的

基础上的，它可以容易地计算纠缠体系–环境的相关函数，而该相关函数与非平
衡态量子热力学密切关联。传统的涨落–耗散定理 (FDT)，可以将相关函数和响
应函数联系起来，但只适用于平衡态的情形。非平衡态的相关函数和响应函数之

间没有普适的关系。可以预期，这个基于朗之万方程的方法对于解决量子非平衡

态的问题，例如涨落定理，是可行的。为了清楚起见，以下我们集中讨论量子热

输运问题。有没有对应的量子版本傅立叶定律，是我们关心的。本章主要是探讨

量子热输运现象，研究量子热输运中的热流和热涨落谱。

5.1 热流及其涨落的定义

考虑任意一个体系，它同时和左右两个热库耦合，两个热库的温度分别为

TL 和 TR。我们标记热库 α的哈密顿量为 hα，其中 α =L或 R。不失一般性的，
整个体系–热库复合哈密顿量可以写为

HT = HS +
∑
α

(
hα +

∑
u

Q̂uF̂αu

)
. (5.2)

这儿, u标记了不同的耦合模式。体系的哈密顿量 HS 与耗散模 {Q̂u}是任意的。
在上面的方程中，我们用小写字母标记环境的哈密顿量，表示是 Gauss型环境的
情形。这不仅要求 hα是谐振子型的，还要求杂化环境模 {F̂αu}关于环境坐标算
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符是线性的，即

hα =
1

2

∑
j

ωαj(p̂
2
αj + x̂2αj) and F̂αu =

∑
j

cαujx̂αj. (5.3)

环境的微观描述即频率为 {ωαj}、坐标为 {xαj}、动量为 {pαj}的大量谐振子，它
们与体系以 {cαuj}的强度耦合。
整个这一章，我们设 ℏ = 1，βα = 1/(kBTα)，其中 kB 是玻尔兹曼常数，Tα

是第 α个热库的温度。

定义流经热库 α的热流算符

Ĵα ≡ −dhα
dt

= −i[HT, hα]. (5.4)

流经热库 α的瞬态热流为

Jα(t) = Tr
[
ĴαρT(t)

]
= −iTr

{
[HT, hα]ρT(t)

}
, (5.5)

达到稳态时，ρT = ρstT，稳态热流

J st
α = Tr

[
Ĵαρ

st
T

]
= −iTr

(
[HT, hα]ρ

st
T

)
, (5.6)

值得注意的是，稳态时，流经各热库的热流将不随时间发生变化，并且所有这些

热流之和为 0，即
∑

α J st
α = 0。尽管稳态热流是与时间无关的量，但它会在期望

值附近发生涨落，涨落振幅由热流算符的相关函数给出，

Kαα′(t) = ⟨δĴα(t)δĴα′(0)⟩ = Tr
[
δĴαe

−iLTtδĴα′ρstT
]
. (5.7)

这里 ⟨ · ⟩是在整个系统稳态密度算符 ρstT 下的平均值。其中，δĴα = Ĵα − ⟨ Ĵα ⟩。
热涨落谱定义为 Kαα′(t)的半傅立叶变换：

K̃αα′(ω) ≡
∫ ∞

0

dt eiωtKαα′(t) (5.8)

5.2 非平衡格林函数方法和稳态热流的 Meir-Wingreen方程

为了处理非热平衡态上的物理量随时间演化的问题，20 世纪 60 年代，由
Schwinger提出、Keldysh发展了非平衡格林函数，又名 Keldysh格林函数、闭路
格林函数。

非平衡态格林函数方法，是研究热输运问题的一个有力工具。基于该方法得

到的Meir-Wingreen方程，已被广泛用于稳态热流的计算。此方程可以通过局域
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体系的相关函数（或格林函数），求出稳态热流。

J st
α = Tr

[
Ĵαρ

st
T

]
= − 2

π

∫ ∞

0

dω ω
∑
u,v

Jαuv(ω)
{[

1 + nα(ω)
]
CSS

uv(−ω)− nα(ω)C
SS
vu(ω)

}
= − 2

π

∫ ∞

0

dω ω
∑
u,v

Jαuv(ω)
{[

1 +
1

eβω − 1

]
CSS

uv(−ω)−
1

eβω − 1
CSS

vu(ω)
}

= − 2

π

∫ ∞

0

dω ω
∑
u,v

Jαuv(ω)
{CSS

uv(−ω)
1− e−βω

+
CSS

vu(ω)

1− eβω

}
= − 2

π

∫ ∞

−∞
dω ω

∑
u,v

Jαuv(ω)
CSS

vu(ω)

1− eβω
(5.9)

两边热库温度相等时，开放系统最终会达到热力学平衡态，这时存在细致平衡关

系

CSS
uv(−ω) = e−βωCSS

vu(ω) (5.10)

和涨落耗散定理 (FDT)

χ̃SS(−)
vu (ω) =

(
1− e−βω

)
CSS

vu(ω). (5.11)

从而，平衡态热流

J eq
α = 0. (5.12)

5.3 热输运和非平衡格林函数

5.3.1. 热流

我们考虑从热库 α流入中心体系的热流，该热流对应的算符为

Ĵα ≡ −dhα
dt

= −i
∑
u

[Q̂uF̂αu, hα] =
∑
u

Q̂uΦ̂αu, (5.13)

这里

Φ̂αu ≡ ˙̂
Fαu = i[HT, F̂αu] = i[hα, F̂αu]. (5.14)

前面两个等式分别是热流定义和海森堡运动方程, ˙̂
A = i[HT, Â]，其中总的哈密

顿量为式 (2.33) 中的 HT 。利用对易关系 [HS, F̂αu] = 0 和 [Q̂u′F̂α′u′ , F̂αu] = 0，

很容易得到最后一个等式。值得注意的是，热流算符的定义还有其他约定，例

如，把与环境杂化模 F̂αu相关的相互作用哈密顿量的时间变化率，也纳入热流算

符。[149–151] 还有一些热流算符是以上两种的线性组合。现有的耗散子运动方程理
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论，可以用来直接计算热流及其噪声谱。[133,135,152] 如果存在对应的体系–环境纠
缠定理，则可以根据局域体系的相关函数进行间接的计算。这将在接下来的小节

中讨论。我们需要计算的量是式 (5.13)和式 (5.14)所描述的热流算符的期望值

Jα ≡ ⟨Ĵα⟩ =
∑
u

⟨Q̂uΦ̂αu⟩. (5.15)

在接下来的小节中，我们将计算 ⟨Q̂vΦ̂αu⟩.

5.3.2. Bogoliubov变换与等效零温热库

首先我们介绍一下 GHJW(Gisin-Hughstom-Josza-Wooters)定理。
混合态纯化：对于任何一个密度算符 ρA，总可以找到扩展 Hilbert空间的纯

态 |ψAB⟩，满足 ρA = TrB
[
|ψAB⟩ ⟨ψAB|

]
。扩展纯态 |ψAB⟩一定存在，但不唯一。

考虑一个混态密度算符

ρA =
∑
i

pi |iA⟩ ⟨iA|. (5.16)

显然， ∣∣∣ψ(1)
AB

〉
=
∑
i

√
pi |iA⟩ |i′B⟩ (5.17)

和 ∣∣∣ψ(2)
AB

〉
=
∑
i

√
pi |iA⟩

∣∣̃iB〉 (5.18)

都是 ρA的纯化态，其中 ∣∣̃iB〉 = UB |i′B⟩ . (5.19)

我们得到， ∣∣∣ψ(2)
AB

〉
=
∑
i

√
pi |iA⟩UB |i′B⟩ = (IA ⊗ UB)

∣∣∣ψ(1)
AB

〉
(5.20)

GHJW定理：同一密度算符的任意两个纯化态之间相差一个纯化空间 (扩展
空间)的幺正变换。
混合态可以看作是一个更高维 Hilbert空间中某些纯态的约化。这种纯态称

为初始混合态的纯化态。现在我们尝试找到热平衡态的纯化态。为简单起见，让

我们从单热库单模 (ωαj)的情形出发，这时的热态密度算符写作

ραj=
e−βαωαja

†
αjaαj

Zαj

=
∑
nαj

e−βαnαjωαj

Zαj

|nαj⟩⟨nαj|, (5.21)

式中配分函数 Zαj = (1− e−βαωαj)−1。式 (5.21)所述混合态的纯化态为

|ξαj⟩ =
1√
Zαj

∑
nαj

e−βαnαk
ωαj/2|nαj⟩|nαj⟩′. (5.22)
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这里，我们标记 |nαj⟩ ≡ 1√
ni!
(a†αj)

nαj |0i⟩ 和 |nαj⟩′ ≡ 1√
nαj !

(b†αj)
nαj |0αj⟩′。其中

a†αj/aαj 和 b†αj/bαj 分别是原 Fock空间和扩展 Fock空间的产生/湮灭算符。真空
态通过下式定义：

aαj|0αj⟩ = bαj|0αj⟩′ = 0. (5.23)

容易验证 ραj = tr′(|ξαj⟩⟨ξαj|)，这儿 tr′ 表示对扩展空间自由度求偏迹。对于多

模情形，密度算符和对应的纯化态仅仅是将单模情形作直积，即 ρα =
∏

k ⊗ραj，
|ξα⟩ =

∏
k ⊗|ξαj⟩。

为了获得等效的零温热库，我们进一步进行 Bogoliubov变换. 即

aαj =
√
1 + n̄αjcαj +

√
n̄αjd

†
αj, (5.24a)

bαj =
√
1 + n̄αjdαj +

√
n̄αjc

†
αj, (5.24b)

此处 n̄αj = (eβαωαj − 1)−1是平均占据数。反过来，

cαj =
√
1 + n̄αjaαj −

√
n̄αjb

†
αj, (5.25a)

dαj =
√
1 + n̄αjbαj −

√
n̄αja

†
αj. (5.25b)

可以证明，

cαj|ξαj⟩ = dαj|ξαj⟩ = 0, (5.26)

还可以验证对易关系

[ckα, c
†
αj] = [dαj, d

†
αj] = 1, 其他 = 0. (5.27)

下面是上式的证明过程：

这里我们只讨论玻色子，实际上费米子也有类似的 Bogoliubov变换，但我
们正文中不会涉及。Fock态是由不同种类玻色子的粒子数 ni来表征的，例如，

|n1n2 · · ·nl · · · ⟩. (5.28)

产生算符和湮灭算符的作用如下：

a†l |n1n2 · · ·nl · · · ⟩ = ϵl
√
nl + 1|n1n2 · · ·nl + 1 · · · ⟩,

al|n1n2 · · ·nl · · · ⟩ = ϵl
√
nl|n1n2 · · ·nl − 1 · · · ⟩. (5.29)

这里 ϵl = ϵn1+n2+···+nl−1，对于玻色子 ϵ是 1。为了证明 Eq.(5.26),只需证明下式

ci|ξi⟩ = 0 以及 di|ξi⟩ = 0. (5.30)
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利用 Bogoliubov变换 Eq.(5.24a)和 (5.24b)以及它们的 Hermit共轭，我们可以容
易地得到逆变换如下

ci =
√
1 + n̄iai −

√
n̄ib

†
i ,

di =
√
1 + n̄ibi −

√
n̄ia

†
i . (5.31)

对于玻色子，ni = 0, 1, 2, · · · ,因此，

ci|ξi⟩ ∝
∞∑

ni=0

e−βniωi/2(
√
1 + n̄iai −

√
n̄ib

†
i )|ni⟩a|ni⟩b,

∝
∞∑

ni=1

e−βniωi/2
√
1 + n̄i

√
ni|ni − 1⟩a|ni⟩b

−
∞∑

ni=0

e−βniωi/2
√
n̄i

√
ni + 1|ni⟩a|ni + 1⟩b,

∝
∞∑

ni=0

e−β(ni+1)ωi/2
√
1 + n̄i

√
ni + 1|ni⟩a|ni + 1⟩b

−
∞∑

ni=0

e−βniωi/2
√
n̄i

√
ni + 1|ni⟩a|ni + 1⟩b,

∝
∞∑

ni=0

e−βniωi/2(e−βωi/2
√
1 + n̄i −

√
n̄i)·

√
ni + 1|ni⟩a|ni + 1⟩b = 0,

并且

di|ξi⟩ ∝
∞∑

ni=0

e−βniωi/2(
√
1 + n̄ibi −

√
n̄ia

†
i )|ni⟩a|ni⟩b

∝
∞∑

ni=1

e−βniωi/2
√
1 + n̄i

√
ni|ni⟩a|ni − 1⟩b

−
∞∑

ni=0

e−βniωi/2
√
n̄i

√
ni + 1|ni + 1⟩a|ni⟩b

∝
∞∑

ni=0

e−β(ni+1)ωi/2
√
1 + n̄i

√
ni + 1|ni + 1⟩a|ni⟩b

−
∞∑

ni=0

e−βniωi/2
√
n̄i

√
ni + 1|ni + 1⟩a|ni⟩b

∝
∞∑

ni=0

e−βniωi/2(e−βωi/2
√
1 + n̄i −

√
n̄i)·

√
ni + 1|ni + 1⟩a|ni⟩b = 0.

两式的最后一步，我们都使用了玻色子的关系式 e−βωi/2
√
1 + n̄i =

√
n̄i。
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Eq.(5.27)的证明非常直接，

[ci, c
†
j] =[

√
1 + n̄iai −

√
n̄ib

†
i ,
√
1 + n̄ja

†
j −

√
n̄jbj]

=(1 + n̄i)δij − n̄iδij = δij,
(5.32)

以及

[di, d
†
j] =[

√
1 + n̄ibi −

√
n̄ia

†
i ,
√
1 + n̄ib

†
i −

√
n̄iai]

=(1 + n̄i)δij − n̄iδij = δij,
(5.33)

式 (5.27)中 others = 0是很显然的。

因此，|ξαj⟩可以看作是湮灭算符 {cαj}和 {dαj}下的等效真空态,即

|ξαj⟩ = |0αj⟩BT|0αj⟩′BT. (5.34)

这里，我们定义 cαj|0αj⟩BT = dαj|0αj⟩′BT = 0.
设整个开放系统的哈密顿量为

HT = HS +
∑
α

hα +
∑
αu

Q̂uF̂αu. (5.35)

其中，

hα =
1

2

∑
j

ωαja
†
αjaαj, F̂αu =

1√
2

∑
j

cαuj(â
†
αj + âαj). (5.36)

现在我们给每个热库增加一个扩展库，它们不会影响原有的体系–环境动力学。
具体地，扩展库的哈密顿量为

h′α =
1

2

∑
j

ωαj

(
a†αjaαj − b†αjbαj

)
=

1

2

∑
j

ωαj

(
c†αjcαj − d†αjdαj

)
. (5.37)

通过 Bogoliubov变换 [参见 式 (5.24a)和 (5.24b)]，总的哈密顿量变为

HT = HS +
∑
α

h′α +
∑
αu

Q̂uF̂αu. (5.38)

式中，h′α的定义为式 (5.37)，

F̂αu =
∑
j

cαuj(
√
1 + n̄αj ŷαj +

√
n̄αj ẑαj). (5.39)

这里

ŷαj ≡ (cαj + c†αj)/
√
2 ， ẑαj ≡ (dαj + d†αj)/

√
2. (5.40)
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然后，我们建立在零温时等效的环境及体系–环境耦合。类比式 (2.38),我们得到

ŷαj(t) = ŷαj cos[ωαj(t− t0)] + p̂αj;y sin[ωαj(t− t0)]

−
√
1 + n̄αj

∑
u

cαuj

∫ t

t0

dτ sin[ωαj(t− τ)]Q̂u(τ), (5.41)

ẑαj(t) = ẑαj(0) cos[ωαj(t− t0)]− p̂αj;z(0) sin[ωαj(t− t0)]

+
√
n̄αj

∑
u

cαuj

∫ t

t0

dτ sin[ωαj(t− τ)]Q̂u(τ). (5.42)

利用式 (5.37)，我们有 ˙̂yαj(t) = ωαj p̂αj;y(t)和 ˙̂zαj(t) = −ωαj p̂αj;z(t)。

5.3.3. 重新探讨非平衡格林函数

这一次，我们将式 (5.39)中的 F̂αu分解为

F̂αu =
∑

σ=+,−

F̂ σ
αu. (5.43)

其中，

F̂ σ
αu =

1√
2

∑
j

cαuj(
√
1 + n̄αj ĉ

σ
αj +

√
n̄αj d̂

σ
αj). (5.44)

这里，我们标记 c+αj = c†αj = (c−αj)
†，d±αj 也是如此。类比式 (2.38)，通过式 (5.38)

和式 (5.39)可得到

F̂ σ
αu(t) = F̂ B;σ

αu (t)−
∑
v

∫ t

t0

dτ ϕα;σ
uv (t− τ)Q̂v(τ), (5.45)

其中，

F̂ B;σ
αu =

∑
j

cαuj√
2
(
√
1 + n̄αj ĉ

σ
αje

σiωαjt +
√
n̄αj d̂

σ
αje

−σiωαjt), (5.46)

ϕα;σ
uv (t) =

∑
j

cαujcαvj
2

[sin(ωαjt)− σi(1 + 2n̄αj) cos(ωαjt)]. (5.47)

根据式 (5.14)和 (5.45)，我们有

Φ̂σ
αu(t) = Φ̂B;σ

αu (t)−
∑
v

∫ t

t0

dτ ϕ̇α;σ
uv (t− τ)Q̂v(τ)

+ σi
∑
vj

cαujcαvj

(
n̄αj +

1

2

)
Q̂v(t). (5.48)

式中 Φ̂B;σ
αu (t) =

˙̂
F B;σ
αu (t).现在我们作如下分解

⟨Q̂vΦ̂αu⟩ = ⟨Φ̂+
αuQ̂v⟩+ ⟨Q̂vΦ̂

−
αu⟩ = ⟨Φ̂+

αuQ̂v⟩+ c.c., (5.49)
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接下来我们求解 ⟨Φ̂+
αuQ̂v⟩。在稳态，由于时间平移不变性以及式 (5.48)，我们有

以下推导:

⟨Φ̂+
αuQ̂v⟩ = lim

t→∞
Tr[Φ̂+

αu(t)Q̂v(t)ρ
′
T(t0)],

= (I) + (II) + (III). (5.50)

这里，第一项

(I) = lim
∆t→∞

Tr[Φ̂B;+
αu (t)Q̂v(t)ρ

′
T(t0)] = 0, (5.51)

这是由于处在 Bogoliubov等效真空态。[参考式 (5.34)]。第二项

(II) = − lim
∆t→∞

∑
v′

∫ t

t0

dτ ϕ̇α;+
uv′ (t− τ)Tr[Q̂v′(τ)Q̂v(t)ρ

′
T(t0)]

= −
∑
v′

∫ ∞

0

dτ ϕ̇α;+
uv′ (τ)⟨Q̂v′(0)Q̂v(τ)⟩. (5.52)

第三项

(III) = lim
∆t→∞

σi
∑
v′j

cαujcαv′j

(
n̄αj +

1

2

)
Tr[Q̂v′(t)Q̂v(t)ρ

′
T(t0)]

=σi
∑
v′j

cαujcαv′j

(
n̄αj +

1

2

)
⟨Q̂v′Q̂v⟩, (5.53)

我们看到第三项是纯虚数。因此，只有第二项 (II)对式 (5.49)有贡献。所以，

⟨Q̂vΦ̂αu⟩ = −2Re
∑
v′

∫ ∞

0

dτ ϕ̇α;+
uv′ (τ)⟨Q̂v′(0)Q̂v(τ)⟩. (5.54)

具体地，

ϕ̇α;σ
uv (t) =

∑
j

cαujcαvjωαj

2
[cos(ωαjt) + i(1 + 2n̄αj) sin(ωαjt)],

=
1

π

∫ ∞

0

dω Jα
uv(ω)ω cos(ωt)

+
i

π

∫ ∞

0

dω Jα
uv(ω)ω[1 + 2n̄α(ω)] sin(ωt). (5.55)

由于 Jα
uv(ω) = Jα

vu(ω)，根据式 (5.15)，我们有

Jα = − 2

π

∑
uv

∫ ∞

0

dω ωJα
uv(ω)

∫ ∞

0

dt
{
cos(ωt)ReCuv(t)

+ [1 + 2n̄α(ω)] sin(ωt)ImCuv(t)
}

= − 2

π

∑
uv

∫ ∞

0

dω ωJα
uv(ω)

{
[1 + n̄α(ω)]Cuv(−ω)

− n̄α(ω)Cuv(ω)
}
. (5.56)
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这里 Cuv(t) ≡ ⟨Q̂u(t)Q̂v(0)⟩，式中

Cuv(ω) =
1

2

∫ ∞

−∞
dt eiωtCuv(t). (5.57)

公式 (5.56)和前面非平衡格林函数方法得到的稳态热流的Meir-Wingreen方程完
全一致！

5.4 热输运问题的 DEOM方案

在本节中，我们考虑一个非平衡自旋–玻色 (NESB)模型，该模型的具体内
容为：一个二能级体系，我们称它为 spin，该体系同时和左右两个玻色型热库耦
合，两个热库的温度分别为 TL和 TR，如图5.2所示。

NESB总的哈密顿量为

HT =
ϵ

2
σ̂z +∆σ̂x +

∑
α,j

[
ωαj b̂

†
αj b̂αj + σ̂z ⊗ cαj(b̂

†
αj + b̂αj)

]
, (5.58)

这儿，ϵ是二能级体系的能级差，∆代表两能级之间的耦合。两个谐振子热库标

记为 α = L和 R。对于热库 α中第 j 个振子，它的频率为 ωαj ,产生算符和湮灭
算符分别是 b̂†αj 和 b̂αj，它与 spin体系的耦合强度为 cαj。

非平衡自旋–玻色模型，是研究非平衡量子热输运的最小模型。我们首先考
察该模型下量子热输运的机制：假设二能级体系刚开始处于基态，高温热库 TL

中会流出 (湮灭)一个声子，使得二能级体系吸收声子而被激发；二能级体系再
回到基态时，会辐射出一个声子，低温热库 TR流入 (产生)该声子。从而，总体
上高温热库的声子流入了低温热库，通过这种方式实现了热输运。经过足够长的

时间后，热输运会趋于稳定，从而达到非平衡稳态热输运。

图 5.2 非平衡自旋–玻色模型示意图

5.4.1. 瞬态热流与稳态热流

前面提到的Meir-Wingreen方程，只能求解稳态热流，而对瞬态热流无能为
力。相空间的耗散子理论，可以容易地获得瞬态热流。
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图 5.3 瞬态热流随时间的演化。环境采用过阻尼布朗振子谱，TL = 2.0,TR = 1.0，谱密度

函数的参数为 λL = λR = 0.1, ΩL = ΩR = 1.0, ζL = ζR = 4.0.

图5.3展示了瞬态热流随时间的演化。一段时间后，热流达到稳定状态。可
以看到，稳态时，高温热库 L的热流值为负，低温热库 R的热流值为正。这一

结果和我们对热流的定义有关，我们是通过热库 α的哈密顿时间变化率来定义

热流的。热输运使得高温热库 L的能量降低，所以热流为负；热输运使得低温热

库 R的能量升高，所以热流为正。另外，我们注意到稳态时两个热库的热流之

和为 0。这个结果是预料之中的，因为稳态时，二能级体系的所有物理量都不再
发生变化，流入体系的净热流为 0,即流入体系的热流等于流出体系的热流。
图5.4展示了稳态热流随两边热库温差∆T 的变化。在稳态，温度高的库 (热

库 L)的热流为负，即能量降低。温度低的库 (热库 R)的热流为正，即能量升高。
并且热流之和为 0。两热库温度相同时，即 ∆T = 0时，流经两个热库的热流均

为 0。计算结果和之前我们的分析一致。两热库温差越大，热流越大，这一现象
和经典热输运是一致的。从图5.4中还可以看出，在温度变化较小的时候，热流
和温差基本上呈现正比的关系，经典的傅里叶定律在量子力学中有对应。不过，

这时候不存在温度梯度，取而代之的是两个热库之间的温度差。在温度变化较大

的时候，热流和温差有一个非线性的函数关系。而很小范围内的线性关系，可认

为是忽略二阶小量的一个近似。我们通过计算还发现，即使温差∆T 相同，不同
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(b) 温差范围较小时的稳态热流 J st
α ;

图 5.4 稳态热流随两边热库温差 ∆T 的变化。除温度外，其余热库参数同图5.3

的温度值 T 也会获得不同的稳态热流。这说明热导率是和温度有关的量。

5.4.2. 平衡态的热涨落谱
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图 5.5 自旋–玻色模型平衡态的热涨落谱

图5.5给出了自旋–玻色模型平衡态的热流相关函数和热涨落谱,体系算符为
HS =

∆
2
σ̂z+

V
2
σ̂x，Q̂S = ∆σ̂x。环境谱密度是 JB(ω) = (ωBζBω)/[(ω

2
B−ω2)2+ζ2Bω

2].
参数为 V = ωB = ζB = kBT = ∆。图中只画了实部部分。

5.4.3. 非平衡稳态的热涨落谱

图5.6展示了自旋–玻色模型在非平衡稳态时的热流自相关函数和热涨落谱。
从图5.6(b)可以看出，对于同一个热库流出的热流，其自相关函数对应的热涨落
谱（实线）在全频率域是正定的。
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图 5.6 NESB模型非平衡稳态的热流自相关函数与热涨落谱，热库参数同图5.3
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图 5.7 NESB 模型非平衡稳态时不同热库之间的热流相关函数与热涨落谱，热库参数同
图5.3
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图5.7展示了自旋–玻色模型在非平衡稳态时不同热库热流之间的相关函数
和热涨落谱。希望可以通过对热流相关函数和热涨落谱的研究，来启发我们对量

子热输运的更深层次理解。

5.5 热流算符的其他定义

5.5.1. 热流算符的另一种常见定义

我们定义热流算符

Îα ≡ − d

dt
(hα +HS−α) = −i[HT, hα +HS−α]

= −i[HS, HS−α] = −2∆σ̂y ⊗ F̂α. (5.59)

则瞬态热流

Iα(t) ≡ Tr
[
ÎαρT(t)

]
= −2∆ · Tr

[
σ̂y ⊗ F̂α · ρT(t)

]
, (5.60)

稳态热流

Ist
α = Tr

[
Îαρ

st
T

]
= −2∆ · Tr

[
σ̂y ⊗ F̂α · ρstT

]
. (5.61)

热流之间的相关函数

Cαα′(t) ≡ Tr
(
δÎαe

−iLTtδÎα′ρstT
)
, (5.62)

这里，δÎα = Îα − ⟨ Îα ⟩。热涨落谱

C̃αα′(ω) ≡
∫ ∞

0

dt eiωtCαα′(t). (5.63)

采用式 (5.59)定义热流算符的情形下，图5.8和图5.9描绘了上述相关物理量。
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图 5.8 环境采用过阻尼布朗振子谱，谱密度函数的参数为 λL = λR = 0.5, ΩL = ΩR = 1.0,
ζL = ζR = 4.0.
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图 5.9 NESB 模型非平衡稳态的热流的相关函数与热涨落谱，环境采用过阻尼布朗振子
谱，TL = 1.1,TR = 1.0，谱密度函数的参数为 λL = λR = 0.1, ΩL = ΩR = 1.0,
ζL = ζR = 4.0.
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5.5.2. 热流算符的普遍定义

定义流经 α库的热流对应的算符为

Ĵα(λ) ≡ −d(hα + λHS−α)

dt
. (5.64)

这里，可调参数 0 ⩽ λ ⩽ 1。在文献中，λ通常取 0或 1。

根据海森堡运动方程，

Ĵα(λ) = −i
[
HT, hα + λHS−α

]
= −i

[
λHS + (λ− 1)hα, HS−α

]
, (5.65)

其中

HS−α =
∑
u

Q̂uF̂αu, (5.66)

因此流经 α库的热流对应的算符可写为

Ĵα(λ) ≡ −d(hα + λ
∑

u Q̂uF̂αu)

dt
= −i

[
HT, hα + λ

∑
u

Q̂uF̂αu

]
= −i

[
λHS + (λ− 1)hα,

∑
u

Q̂uF̂αu

]
. (5.67)
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5.6 本章小结

本章我们主要是探讨量子热输运现象，研究量子热输运中的热流和热涨落

谱。通过第三章介绍的多模情形下相空间耗散子理论，我们可以容易地获得热

流和热涨落谱的 DEOM解决方案。对于热流，该方案可以同时处理瞬态热流与
稳态热流。而传统的基于非平衡格林函数的Meir-Wingreen方程，只能处理稳态
热流。通过精确的数值计算，我们发现，DEOM所得稳态热流与Meir-Wingreen
方程得到的热流结果完全一致，这验证了用 DEOM方案解决热输运问题的合理
性。除此之外，我们还计算了热流–热流相关函数和热涨落谱。希望通过这些数
据能为热机效率、芯片散热等实际问题提供依据。
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第 6章 理想玻色子环境下量子开放体系的级联动力学方

程组及其截断性质

本章旨在介绍通过影响泛函路径积分的途径得到理想玻色子环境下量子开

放体系的级联动力学方程组 (HEOM)的方法，继而研究该方程组的截断性质。
不同于封闭体系，一个开放体系会和环境发生相互作用。在这种相互作用

下，体系会发生不可逆的演化而趋于平衡。在量子力学的范畴内研究该演化的过

程，即量子开放体系的动力学演化过程，是本章的中心问题。开放体系和它的环

境一起组成了一个封闭的系统，它的 Hamilton量 (Ĥtot)可以分为三个部分，

Ĥtot = Ĥ + ĤSB + ĥB (6.1)

分别是，体系的 Hamilton量 (Ĥ，在存在外场的情况下可以含时)，体系与环境相
互作用的 Hamilton量 (ĤSB)和环境的 Hamilton量 (ĥB)。
体系与环境相互作用的 Hamilton量，总可以形式地写为体系和环境各自算符的线性组

合，

ĤSB = −
∑
a

Q̂aF̂a (6.2)

这里，Q̂a 和 F̂a 分别是体系和环境的算符。值得注意的是，相互作用的 Hamilton量，在这
里只是形式地写为体系和环境算符的线性展开式，并没有实质上的意义。

本章中，除了密度算符和传播子以外，算符上方一律标记 ˆ符号，普通数则不作标记。

此外，本文采用自然单位制，即令 ℏ = c = 1。

6.1 开放体系的影响泛函

首先引入 ĥB−相互作用绘景，在该绘景下，(6.1)和 (6.2)中只有 F̂a需要改写为 F̂a(t) ≡
eiĥBtF̂ae

−iĥBt(在 t时刻)，其余算符的形式保持不变。
记 |α; i⟩ ≡ |α⟩|i⟩为体系态 |α⟩和环境态 |i⟩的直积态。记 ρItot(t)为在 ĥB−相互作用绘

景 (t=0取作绘景变换的起点)中演化至 t时刻的的整体 (包括体系和环境)密度算符，并记相
应的传播子为 U I

tot(t, 0; {F̂a(t)})。这里，{F̂a(t)} ≡ {F̂a(t), a = 1, 2, · · · }。于是，

⟨α; i|ρItot(t)|α′; i′⟩

=⟨α; i|U I
tot(t, 0; {F̂a(t)})ρItot(0)U

I†
tot(t, 0; {F̂a(t)})|α′; i′⟩

=

∫
dq1dq

′
1dq2dq

′
2dx1dx

′
1dx2dx

′
2 ⟨α; i|q1;x1⟩⟨q1;x1|U I

tot(t, 0; {F̂a(t)})|q′1;x′
1⟩·

⟨q′1;x′
1|ρItot(0)|q′2;x′

2⟩⟨q′2;x′
2|U

I†
tot(t, 0; {F̂a(t)})|q2;x2⟩⟨q2;x2|α′; i′⟩

(6.3)

这里，{|qi⟩, |q′i⟩ , i = 1, 2}和 {|xi⟩, |x′
i⟩ , i = 1, 2}分别代表体系和环境的自由度所对应的坐

标本征态 (通常包含多个坐标量子数)。
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根据 Feynman路径积分的思想，该传播子及其反向传播子在坐标本征态下的表达式可
以由泛函积分的形式写出，

⟨q1;x1|U I
tot(t, 0; {F̂a(t)})|q′1;x′

1⟩ =⟨x1|
∫ q1

q′1

Dq eiB[q]·

T+e
−i

∫ t
0
dτ [H(q(τ);τ)−

∑
a Qa(q(τ))F̂a(τ)]|x′

1⟩

⟨q′2;x′
2|U

I†
tot(t, 0; {F̂a(t)})|q2;x2⟩ =⟨x′

2|
∫ q2

q′2

Dq′ e−iB[q′]·

T−e
i
∫ t
0
dτ [H(q′(τ);τ)−

∑
a Qa(q

′(τ))F̂a(τ)]|x2⟩

(6.4)

这里 B[q] =
∫ t

0
p(τ)q̇(τ)dτ，使用体系坐标在末态固定的条件 (q̇(t) = 0)，可以证明 B[q]对

时间变量而言是个常量 (dB[q]
dt = p(t)q̇(t) = 0)。值得注意的是，(6.4)中的 q 和 q′ 是 τ 的函

数，H 和 {Qa, a = 1, 2, · · · }只是普通的数，而不再是算符。此外，其中的 T+和 T−是只作

用在 {F̂a(t)} 上的时序和反时序算符。
假定在初始时刻，体系和环境的状态可分，即整体密度算符可以写作体系和环境密度

算符的直积 ρItot(0) ≡ ρ(0)⊗ ρIB(0),且环境处于平衡态，即 ρIB(0) = ρeqB ≡ e−βĥB

ZB
，配分函数

定义为 ZB = trB(e
−βĥB)。则

⟨q′1;x′
1|ρItot(0)|q′2;x′

2⟩ = ⟨q′1|ρ(0)|q′2⟩⟨x′
1|
e−βĥB

ZB
|x′

2⟩ (6.5)

如果只关心体系的密度算符 ρ(t),可以对 ρItot(t)中的环境自由度求偏迹，

⟨α|ρ(t)|α′⟩ = ⟨α|trBρItot(t)|α′⟩ =
∫

di⟨α; i|ρItot(t)|α′; i⟩ (6.6)

将 (6.4)和 (6.5)代入 (6.3)，并进一步代入 (6.6)，可以得到 (去掉 ρ(t)的表象)

ρ(t) =

∫
dq1dq

′
1dq2dq

′
2 |q1⟩ U(q1, q2, t; q′1, q′2, 0)⟨q′1|ρ(0)|q′2⟩⟨q2| (6.7)

其中，

U(q1, q2, t; q′1, q′2, 0) =
∫ q1

q′1

Dq

∫ q2

q′2

Dq′e−i
∫ t
0
dτH(q(τ);τ)·

F(q, q′; t)ei
∫ t
0
dτH(q′(τ);τ)ei(B[q]−B[q′])

(6.8)

而 (记 ⟨·⟩B;eq ≡ trB(· e−βĥB

ZB
)),

根据 (6.7)和 (6.8)的定义，

F(q, q′; t)

=

∫
di dx1dx

′
1dx2dx

′
2⟨i|x1⟩⟨x1|T+e

i
∫ t
0
dτ [

∑
a Qa(q(τ))F̂a(τ)]|x′

1⟩⟨x′
1|
e−βĥB

ZB
|x′

2⟩

⟨x′
2|T−e

−i
∫ t
0
dτ [

∑
a Qa(q

′(τ))F̂a(τ)]|x2⟩⟨x2|i⟩

= trB(T+e
i
∫ t
0
dτ [

∑
a Qa(q(τ))F̂a(τ)]e−βĥBT−e

−i
∫ t
0
dτ [

∑
a Qa(q

′(τ))F̂a(τ)]
e−βĥB

ZB
eβĥB)

= trB(T+e
i
∫ t
0
dτ [

∑
a Qa(q(τ))F̂a(τ−iβ)] T−e

−i
∫ t
0
dτ [

∑
a Qa(q

′(τ))F̂a(τ)]
e−βĥB

ZB
)

≡
〈
T+e

i
∫ t
0
dτ [

∑
a Qa(q(τ))F̂a(τ−iβ)] T−e

−i
∫ t
0
dτ [

∑
a Qa(q

′(τ))F̂a(τ)]
〉
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其中，第二个等号是恒等式变换，第三个等号用到了求迹的轮换不变性 (时序算符对不
含时的 ĥB 不起作用)。此外，值得注意的是，在时序/反时序算符内部，算符之间的顺序可
以自由地交换 (下一小节中会用到这一性质)。

F(q, q′; t) =
〈
T+e

i
∫ t
0
dτ [

∑
a Qa(q(τ))F̂a(τ−iβ)] T−e

−i
∫ t
0
dτ [

∑
a Qa(q

′(τ))F̂a(τ)]
〉

(6.9)

便被称作 Feynman-Vernon影响泛函。
接下来，对影响泛函 (6.9)的处理成为问题的核心，这使得环境的性质需要加以考察。

6.2 理想玻色子环境下的影响泛函

首先介绍理想玻色子环境算符的时域关联函数 (具体定义见第 5节)的Wick定理。该定
理表明，若 F̂a等为线性算符 (环境产生湮灭算符的一阶形式)，则

⟨T+F̂a(ta)F̂b(tb) · · ·T−F̂a′(t′a)F̂b′(t
′
b) · · · ⟩ =

∑
all contractions

∏
all couples

⟨F̂1(t1)F̂2(t2)⟩ (6.10)

也即，高阶时域关联函数可以写作所有可能的二阶配对之积的和。

现将影响泛函写成如下便于处理的形式

F(q, q′; t) = e−Φ(q,q′;t) (6.11)

利用上述的理想玻色子环境的性质，可以证明

Φ(q, q′; t) =
∑
a

∫ t

0

dτ
{
Qa(q(τ))−Qa(q

′(τ))
}{

Q̃a(q(τ))− Q̃∗
a(q

′(τ))
}

(6.12)

此处，

Q̃a(q(t)) ≡
∑
b

∫ t

0

dτ⟨Fa(t)Fb(τ)⟩Qb(q(τ))

Q̃∗
a(q

′(t)) ≡
∑
b

∫ t

0

dτ⟨Fa(t)Fb(τ)⟩∗Qb(q
′(τ))

(6.13)

接下来我们验证6.11.
进一步展开 Φ(q, q′; t)的表达式

Φ(q, q′; t) =
∑
a

∫ t

0

dτ
{
Qa(q(τ))−Qa(q

′(τ))
}{

Q̃a(q(τ))− Q̃∗
a(q

′(τ))
}

=
∑
a

∫ t

0

dτ [Qa(q(τ))Q̃a(q(τ))−Qa(q(τ))Q̃
∗
a(q

′(τ))−Qa(q
′(τ))Q̃a(q(τ)) +Qa(q

′(τ))Q̃∗
a(q

′(τ))]

=
∑
ab

∫ t

0

dτ

∫ τ

0

dτ ′[Qa(q(τ))Cab(τ − τ ′)Qb(q(τ
′))−Qa(q(τ))C

∗
ab(τ − τ ′)Qb(q

′(τ ′))

−Qa(q
′(τ))Cab(τ − τ ′)Qb(q(τ

′)) +Qa(q
′(τ))C∗

ab(τ − τ ′)Qb(q
′(τ ′))]

=
∑
ab

1

2

∫ t

0

dτ

∫ t

0

dτ ′[Qa(q(τ))⟨T+Fa(τ)Fb(τ
′)⟩Qb(q(τ

′)) +Qa(q
′(τ))⟨T−Fb(τ

′)Fa(τ)⟩Qb(q
′(τ ′))]

−
∫ t

0

dτ

∫ t

0

dτ ′Qa(q(τ))⟨Fb(τ
′)Fa(τ)⟩Qb(q

′(τ ′))
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于是，要证 F(q, q′; t) = e−Φ(q,q′;t)，只需证其左右两边相等即可。

先展开右边

r.h.s

=
∏
ab

exp

[
−
∫ t

0

dτ

∫ τ

0

dτ ′Qa(q(τ))Cab(τ − τ ′)Qb(q(τ
′))−Qa(q

′(τ))C∗
ab(τ − τ ′)Qb(q

′(τ ′))

+

∫ t

0

dτ

∫ t

0

dτ ′Qa(q(τ))C
∗
ab(τ − τ ′)Qb(q

′(τ ′))

]

=
∏
ab

∑
Kab=0

∑
Jab=0

∑
Lab=0

(−1)Kab

Kab!
(

∫ t

0

dτ

∫ τ

0

dτ ′Qa(q(τ))Cab(τ − τ ′)Qb(q(τ
′)))Kab

(−1)Jab

Jab!
(

∫ t

0

dτ

∫ τ

0

dτ ′(Qa(q
′(τ))C∗

ab(τ − τ ′)Qb(q
′(τ ′)))Jab

1

Lab!
(

∫ t

0

dτ

∫ t

0

dτ ′Qa(q(τ))C
∗
ab(τ − τ ′)Qb(q

′(τ ′)))Lab

=
∑

{Kab Jab Lab}

∏
ab

(−1)Kab

Kab!

(−1)Jab

Jab!

1

Lab!
(
1

2

∫ t

0

dτ

∫ t

0

dτ ′Qa(q(τ))⟨T+Fa(τ)Fb(τ
′)⟩Qb(q(τ

′)))Kab

(
1

2

∫ t

0

dτ

∫ t

0

dτ ′Qa(q
′(τ))⟨T−Fb(τ

′)Fa(τ)⟩Qb(q
′(τ ′)))Jab

(

∫ t

0

dτ

∫ t

0

dτ ′Qa(q(τ))⟨T−Fb(τ
′)Fa(τ)⟩Qb(q

′(τ ′)))Lab

这相当于在画收缩所对应的 Feynman图时，若从连线考虑，Feynman图形状相同的，仅计
入一次。出现 1/2的原因是：当 a ̸= b时，重复计数了 ab对和 ba对；当 a = b时，增加了

一个对称性因子。

再展开左边

l.h.s

=
〈
T+e

i
∫ t
0
dτ [

∑
a Qa(q(τ))F̂a(τ−iβ)] T−e

−i
∫ t
0
dτ [

∑
a Qa(q

′(τ))F̂a(τ)]
〉
B;eq

=

〈
T+

∏
a

ei
∫ t
0
dτ [Qa(q(τ))F̂a(τ−iβ)] T−

∏
b

e−i
∫ t
0
dτ [Qb(q

′(τ))F̂b(τ)]

〉
B;eq

=

〈
T+

∏
a

∑
n=0

(i
∫ t

0
dτ [Qa(q(τ))F̂a(τ − iβ)])n

n!
T−
∏
b

∑
m=0

(−i
∫ t

0
dτ [Qb(q

′(τ))F̂b(τ)])
m

m!

〉
B;eq

=

〈
T+

∑
{na}

∏
a

(i
∫ t

0
dτ [Qa(q(τ))F̂a(τ − iβ)])na

na!
T−

∑
{mb}

∏
b

(−i
∫ t

0
dτ [Qb(q

′(τ))F̂b(τ)])
mb

mb!

〉
B;eq

=
∑

{na,mb}

〈
T+

∏
a

(i
∫ t

0
dτ [Qa(q(τ))F̂a(τ − iβ)])na

na!
T−
∏
b

(−i
∫ t

0
dτ [Qb(q

′(τ))F̂b(τ)])
mb

mb!

〉
B;eq

利用Wick定理，展开为所有可能配对的和。这表明，从点考虑，收缩对应的 Feynman图若
形状相同，仅计入一次。

不难看出左右两边相等。

有了上述的影响泛函的表达式，便可以开始推导级联动力学方程组。
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6.3 级联动力学方程组 (第一部分)
现在，将 (6.8)式的左右侧分别对时间 t求导，并利用 (6.11)(6.12)和 (6.13)式，可以得

到

U̇(q1, q2, t; q′1, q′2, 0) =[−iH(q1, t)−
∑
a

(Qa(q1)−Qa(q2))(Q̃a(q1)− Q̃∗
a(q2))

+ iH(q2, t)] U(q1, q2, t; q′1, q′2, 0)
(6.14)

继而，将 (6.14)代入 (6.7),可得

ρ̇(t) = −i[H(t), ρ]− i
∑
a

[Qa, ρna=1] (6.15)

这里，

ρna=1(t) ≡
∫

dq1dq
′
1dq2dq

′
2|q1⟩ (−i)(Q̃a(q1, t)− Q̃∗

a(q2, t))·

U(q1, q2, t; q′1, q′2, 0)⟨q′1|ρ(0)|q′2⟩⟨q2|
(6.16)

进而定义,

ρn1n2···nM
(t) ≡

∫
dq1dq

′
1dq2dq

′
2|q1⟩

∏
a

(−i)na(Q̃a(q1, t)− Q̃∗
a(q2, t))

na ·

U(q1, q2, t; q′1, q′2, 0)⟨q′1|ρ(0)|q′2⟩⟨q2|
(6.17)

对其求导，可得

ρ̇n1n2···nM
(t) =− i

∑
ab

na(Qb < FaFb > ρn1n2···na−1···nM
− < FaFb >

∗ ρn1n2···na−1···nM
Qb)

+
∑
a

naρ̃n1n2···nM (t) − i[H(t), ρn1n2···nM
]− i

∑
a

[Qa, ρn1n2···na+1···nM
]

(6.18)

其中，ρ̃n1n2···nM (t)的定义为

ρ̃n1n2···nM
(t) ≡

∫
dq1dq

′
1dq2dq

′
2

∑
b

|q1⟩(−i)na(Q̃a(q1, t)− Q̃∗
a(q2, t))

na−1·

∏
c ̸=a

(−i)nc(Q̃c(q1, t)− Q̃∗
c(q2, t))

nc

(∫ t

0

< Ḟa(t)Fb(τ) > Qb(q(τ))

−
∫ t

0

< Ḟa(t)Fb(τ) >
∗ Qb(q(τ))

)
U(q1, q2, t; q′1, q′2, 0)⟨q′1|ρ(0)|q′2⟩⟨q2|

(6.19)

由 (6.18)和 (6.19)可知两点。第一，当 n1 = n2 = · · · = nM = 0时，ρn1n2···nM
(t)就是

体系的约化密度算符；第二，除了 ρ系列外，方程组中还有 ρ̃系列的动力学变量。为了使方

程组中只存在 ρ系列变量，需要进一步利用环境的性质——对环境算符的时域关联函数进
行指数分解。

6.4 环境的涨落-耗散定理与时域关联函数的指数分解
在本节中，关于环境的涨落-耗散定理将首先被给出并证明，继而利用它对关联函数进

行指数分解。本节同时考察玻色子和费米子环境，但仅有关于玻色子环境的定理在本文其

后的部分将有所应用。
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首先，给出时域推迟 Green函数的定义。环境的两个算符 F̂a和 F̂b的时域推迟 Green函
数定义为

Gab(t, t
′) ≡ iθ(t− t′)⟨[F̂a(t), F̂b(t

′)]∓⟩ (6.20)

其中，θ(t)为阶跃函数，[·, ·]∓代表对易子/反对易子，分别对应玻色子和费米子环境。其余
符号在以上部分均有定义。

可以证明，推迟 Green函数具有时间平移不变性，这意味着它仅是时间间隔的函数。也
就是说

Gab(t, t
′) = Gab(t− t′) (6.21)

证明如下

Gab(t, t
′) = iθ(t− t′)

(
⟨F̂a(t)F̂b(t

′)⟩ ∓ ⟨F̂b(t
′)F̂a(t)⟩

)
(6.22)

而

⟨F̂a(t)F̂b(t
′)⟩ = trB(e

ihBtF̂ae
−ihBteihBt′F̂be

−ihBt′e−βhB)

Z

=
trB(e

ihB(t−t′)F̂ae
−ihB(t−t′)F̂be

−βhB)

Z
= ⟨F̂a(t− t′)F̂b⟩

⟨F̂b(t
′)F̂a(t)⟩ =

trB(e
ihBt′F̂be

−ihBt′eihBtF̂ae
−ihBte−βhB)

Z

=
trB(e

ihB(t′−t)F̂be
−ihB(t′−t)F̂ae

−βhB)

Z
= ⟨F̂b(t

′ − t)F̂a⟩

由 (6.22)中各项均仅为 t− t′的函数可得证 (6.21)。
接下来，作为本节中心内容的涨落-耗散定理将被给出并加以证明。该定理表明

⟨F̂a(t)F̂b⟩ =
1

π

∫ +∞

−∞
dω

Jab(ω)e
−iωt

1∓ e−βω
(6.23)

这里 Jab(ω)是 Gab(ω)的虚部，被称作谱函数，而 Gab(ω) ≡
∫ +∞
−∞ dt Gab(t)e

i(ω+i0+)t (这里
ω加上一个无穷小的虚部以保证积分收敛)。
证明如下

Gab(ω) =i

∫ +∞

−∞
dtθ(t)

(
⟨F̂a(t)F̂b⟩ ∓ ⟨F̂bF̂a(t)⟩

)
ei(ω+i0+)t

=i

∫ +∞

0

dt
(
⟨F̂a(t)F̂b⟩ ∓ ⟨F̂bF̂a(t)⟩

)
ei(ω+i0+)t

而

⟨F̂a(t)F̂b⟩ =
trB(e

ihBtF̂ae
−ihBtF̂be

−βhB)

Z
=

∑
µν⟨µ|eihBtF̂ae

−ihBt|ν⟩⟨ν|F̂be
−βhB |µ⟩

Z

=

∑
µν⟨µ|F̂a|ν⟩⟨ν|F̂b|µ⟩ei(ϵµ−ϵν)te−βϵµ

Z

⟨F̂bF̂a(t)⟩ =
trB(F̂be

ihBtF̂ae
−ihBte−βhB)

Z
=

∑
µν⟨µ|F̂b|ν⟩⟨ν|eihBtF̂ae

−ihBte−βhB |µ⟩
Z

=

∑
µν⟨µ|F̂b|ν⟩⟨ν|F̂a|µ⟩e−i(ϵµ−ϵν)te−βϵµ

Z

(6.24)
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这里，|µ⟩和 |ν⟩均为环境能量的本征态。所以

Gab(ω) =i
∑
µν

∫ +∞

0

dt
⟨µ|F̂a|ν⟩⟨ν|F̂b|µ⟩ei(ϵµ−ϵν)te−βϵµ ∓ ⟨µ|F̂b|ν⟩⟨ν|F̂a|µ⟩e−i(ϵµ−ϵν)te−βϵµ

Z
ei(ω+i0+)t

=− 1

Z

∑
µν

(
⟨µ|F̂a|ν⟩⟨ν|F̂b|µ⟩

e−βϵµ

ω + ϵµ − ϵν + i0+
∓ ⟨µ|F̂b|ν⟩⟨ν|F̂a|µ⟩

e−βϵµ

ω − ϵµ + ϵν + i0+

)
进而，利用公式

1

x± i0+
=

1

x
∓ iπδ(x) (6.25)

可知,

Jab(ω) = ImGab(ω) =
π

Z

∑
µν

(
⟨µ|F̂a|ν⟩⟨ν|F̂b|µ⟩e−βϵµδ(ω + ϵµ − ϵν)∓ ⟨µ|F̂b|ν⟩⟨ν|F̂a|µ⟩e−βϵµδ(ω − ϵµ + ϵν)

)
代入 (6.23)的右侧，可得

⟨F̂a(t)F̂b⟩ =
1

Z

∑
µν

∫ +∞

−∞
dω

(
⟨µ|F̂a|ν⟩⟨ν|F̂b|µ⟩δ(ω + ϵµ − ϵν)∓ ⟨µ|F̂b|ν⟩⟨ν|F̂a|µ⟩δ(ω − ϵµ + ϵν)

)
e−iωte−βϵµ

1∓ e−βω

=
1

Z

∑
µν

⟨µ|F̂a|ν⟩⟨ν|F̂b|µ⟩ei(ϵµ−ϵν)te−βϵµ

1∓ eβ(ϵµ−ϵν)
∓ ⟨µ|F̂b|ν⟩⟨ν|F̂a|µ⟩e−i(ϵµ−ϵν)te−βϵµ

1∓ e−β(ϵµ−ϵν)

=
1

Z

∑
µν

⟨µ|F̂a|ν⟩⟨ν|F̂b|µ⟩ei(ϵµ−ϵν)t(e−βϵµ ∓ e−βϵν )

1∓ eβ(ϵµ−ϵν)

=
1

Z

∑
µν

⟨µ|F̂a|ν⟩⟨ν|F̂b|µ⟩ei(ϵµ−ϵν)te−βϵµ

与 (6.24)的第一式比较即可得证。
利用涨落-耗散定理，并对谱函数选择特定的模型以后，就可以对关联函数进行指数分

解。比如选定 Drude模型，

Jab(ω) = Jaa(ω)δab =
2λaγaω

ω2 + γ2
a

δab (6.26)

这里，λa和 γa是 Drude模型的参数。将其代入 (6.23)中 (仅考虑玻色子环境)，

⟨F̂a(t)F̂b⟩ = δab
1

π

∫ +∞

−∞
dω

2λaγaω

ω2 + γ2
a

e−iωt

1− e−βω
(6.27)

接下来，使用 [N/N]型的 Pade谱分解来近似处理玻色函数，

1

1− e−βω
≈ f [N/N ](βω) =

1

βω
+

1

2
+

N∑
k=1

2ηkβω

x2 + ξ2k
+RNβω (6.28)

这里，ηk，ξk和 RN 都可以被确定地算出。将上式代入 (6.27)中，并利用围道积分，可算得

⟨F̂a(t)F̂b⟩ = δab

 N∑
k=D,1

cake
−γakt + 2∆aNδ(t)

 (6.29)

其中

γaD = γa γak = ξk/β (k = 1, 2, · · · , N)

caD = −2iλaγaf
[N/N ](βz)|z=−iγa

cak =
2ηk
iβ

Jaa(z)|z=−iγk
(k = 1, 2, · · · , N)

∆aN = 2λaβγaRN

(6.30)
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重写 (6.29)为

Cab(t) ≡ ⟨F̂a(t)F̂b⟩ =
N∑

k=D,1

cabke
−γakt + 2δab∆aNδ(t) ≡

N∑
k=D,1

Cabk(t) + δCabN (t) (6.31)

这里定义 cabk ≡ δabcak，Cabk(t) ≡ cabke
−γkt和 δCabN (t) ≡ 2δab∆aNδ(t)，这就实现了时域

关联函数的指数分解。

后面可以看到，这种分解将极大地简化和改造级联动力学方程组。

6.5 级联动力学方程组 (第二部分)
根据关于环境算符的时域关联函数的指数分解的结果，重新定义动力学变量，记 n =

{nak} (a = 1, 2, · · · ,M ; k = D, 1, 2, · · · , N)

ρn1n2···nM
(t) ≡

∫
dq1dq

′
1dq2dq

′
2|q1⟩

∏
a

(−i)na(Q̃ak(q1, t)− Q̃∗
ak(q2, t))

na ·

U(q1, q2, t; q′1, q′2, 0)⟨q′1|ρ(0)|q′2⟩⟨q2|
(6.32)

其中

Q̃ak(q(t)) ≡
∑
b

∫ t

0

dτCabk(t− τ)Qb(q(τ)) = cak

∫ t

0

dτe−γak(t−τ)Qa(q(τ))

Q̃∗
ak(q

′(t)) ≡
∑
b

∫ t

0

dτCabk(t− τ)∗Qb(q
′(τ)) = c∗ak

∫ t

0

dτe−γ∗
ak(t−τ)Qa(q(τ))

(6.33)

对其求导，可得

ρ̇n(t) =− i
∑
ak

nak(cakQaρn−
ak

− c∗akρn−
ak
Qa)−

∑
ak

nakγakρn − i[H(t), ρn]

− i
∑
ak

[Qa, ρn+
ak
]−
∑
ab

∆ab[Qa, [Qb, ρn]]

其中 n±
ak = {n1, n2, · · · , nak ± 1, · · · }而 ∆ab = δab∆aN。

6.6 级联动力学方程组的详细推导

将 (6.8)式的左右侧分别对时间 t求导，并利用 (6.11)(6.12)和 (6.13)式，可以得到

U̇(q1, q2, t; q′1, q′2, 0) = 1⃝+ 2⃝+ 3⃝ =[−iH(q1, t)−
∑
a

(Qa(q1)−Qa(q2))(Q̃a(q1)− Q̃∗
a(q2))

+ iH(q2, t)] U(q1, q2, t; q′1, q′2, 0)
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其中

1⃝ =

∫ q1

q′1

Dq

∫ q2

q′2

Dq′
de−i

∫ t
0
dτH(q(τ);τ)

dt
F(q, q′; t)ei

∫ t
0
dτH(q′(τ);τ)ei(B[q]−B[q′])

=

∫ q1

q′1

Dq

∫ q2

q′2

Dq′e−i
∫ t
0
dτH(q(τ);τ)(−iH(q1, t))F(q, q′; t)ei

∫ t
0
dτH(q′(τ);τ)ei(B[q]−B[q′])

=− iH(q1, t) · U(q1, q2, t; q′1, q′2, 0)

2⃝ =

∫ q1

q′1

Dq

∫ q2

q′2

Dq′e−i
∫ t
0
dτH(q(τ);τ) dF(q, q′; t)

dt
ei

∫ t
0
dτH(q′(τ);τ)ei(B[q]−B[q′])

=

∫ q1

q′1

Dq

∫ q2

q′2

Dq′e−i
∫ t
0
dτH(q(τ);τ)F(q, q′; t)(−dΦ

dt
)ei

∫ t
0
dτH(q′(τ);τ)ei(B[q]−B[q′])

=

∫ q1

q′1

Dq

∫ q2

q′2

Dq′e−i
∫ t
0
dτH(q(τ);τ)F(q, q′; t)[−

∑
a

(Qa(q1)−Qa(q2))(Q̃a(q1)− Q̃∗
a(q2))]·

ei
∫ t
0
dτH(q′(τ);τ)ei(B[q]−B[q′])

=[−
∑
a

(Qa(q1)−Qa(q2))(Q̃a(q1)− Q̃∗
a(q2))] · U(q1, q2, t; q′1, q′2, 0)

3⃝ =

∫ q1

q′1

Dq

∫ q2

q′2

Dq′e−i
∫ t
0
dτH(q(τ);τ)F(q, q′; t)

dei
∫ t
0
dτH(q′(τ);τ)

dt
ei(B[q]−B[q′])

=

∫ q1

q′1

Dq

∫ q2

q′2

Dq′e−i
∫ t
0
dτH(q(τ);τ)(iH(q2, t))F(q, q′; t)ei

∫ t
0
dτH(q′(τ);τ)ei(B[q]−B[q′])

=iH(q2, t) · U(q1, q2, t; q′1, q′2, 0)

继而，将 (6.14)代入 (6.7),可得

ρ̇(t) =

∫
dq1dq

′
1dq2dq

′
2 |q1⟩ U̇(q1, q2, t; q′1, q′2, 0) ⟨q′1|ρ(0)|q′2⟩⟨q2|

=

∫
dq1dq

′
1dq2dq

′
2 |q1⟩ [−iH(q1, t)−

∑
a

(Qa(q1)−Qa(q2))(Q̃a(q1)− Q̃∗
a(q2))

+ iH(q2, t)] U(q1, q2, t; q′1, q′2, 0)⟨q′1|ρ(0)|q′2⟩⟨q2|

=− iĤρ−
∑
a

Q̂a

∫
dq1dq

′
1dq2dq

′
2|q1⟩ (Q̃a(q1)− Q̃∗

a(q2))U(q1, q2, t; q′1, q′2, 0)⟨q′1|ρ(0)|q′2⟩⟨q2|

+

∫
dq1dq

′
1dq2dq

′
2|q1⟩ (Q̃a(q1, t)− Q̃∗

a(q2, t))U(q1, q2, t; q′1, q′2, 0)⟨q′1|ρ(0)|q′2⟩⟨q2|Q̂a + iρĤ

=− i[H(t), ρ]− i
∑
a

[Qa, ρna=1(t)]

这里，

ρna=1(t) ≡
∫

dq1dq
′
1dq2dq

′
2|q1⟩ (−i)(Q̃a(q1, t)− Q̃∗

a(q2, t))U(q1, q2, t; q′1, q′2, 0)⟨q′1|ρ(0)|q′2⟩⟨q2|

进而定义,

ρn1n2···nM
(t) ≡

∫
dq1dq

′
1dq2dq

′
2|q1⟩

∏
a

(−i)na(Q̃a(q1, t)− Q̃∗
a(q2, t))

naU(q1, q2, t; q′1, q′2, 0)⟨q′1|ρ(0)|q′2⟩⟨q2|
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对其求导，可得

ρ̇n1n2···nM
(t) =

∫
dq1dq

′
1dq2dq

′
2|q1⟩

d
∏

a(−i)na(Q̃a(q1, t)− Q̃∗
a(q2, t))

na

dt
U(q1, q2, t; q′1, q′2, 0)⟨q′1|ρ(0)|q′2⟩⟨q2|

+

∫
dq1dq

′
1dq2dq

′
2|q1⟩

∏
a

(−i)na(Q̃a(q1, t)− Q̃∗
a(q2, t))

na U̇(q1, q2, t; q′1, q′2, 0)⟨q′1|ρ(0)|q′2⟩⟨q2|

=

∫
dq1dq

′
1dq2dq

′
2

∑
ab

|q1⟩(−i)nana(Q̃a(q1, t)− Q̃∗
a(q2, t))

na−1

×
∏
c ̸=a

(−i)nc(Q̃c(q1, t)− Q̃∗
c(q2, t))

nc

(
< FaFb > Qb(q1)− < FaFb >

∗ Qb(q2)

+

∫ t

0

< Ḟa(t)Fb(τ) > Qb(q(τ))−
∫ t

0

< Ḟa(t)Fb(τ) >
∗ Qb(q(τ))

)
× U(q1, q2, t; q′1, q′2, 0)⟨q′1|ρ(0)|q′2⟩⟨q2| − i[H(t), ρn1n2···nM

]− i
∑
a

[Qa, ρn1n2···na+1···nM
]

=− i
∑
ab

na(Qb < FaFb > ρn1n2···na−1···nM
− < FaFb >

∗ ρn1n2···na−1···nM
Qb)

+
∑
a

naρ̃n1n2···nM (t) − i[H(t), ρn1n2···nM
]− i

∑
a

[Qa, ρn1n2···na+1···nM
]

此处，

ρ̃n1n2···nM
(t) ≡

∫
dq1dq

′
1dq2dq

′
2

∑
b

|q1⟩(−i)na(Q̃a(q1, t)− Q̃∗
a(q2, t))

na−1

×
∏
c ̸=a

(−i)nc(Q̃c(q1, t)− Q̃∗
c(q2, t))

nc

(∫ t

0

< Ḟa(t)Fb(τ) > Qb(q(τ))

−
∫ t

0

< Ḟa(t)Fb(τ) >
∗ Qb(q(τ))

)
U(q1, q2, t; q′1, q′2, 0)⟨q′1|ρ(0)|q′2⟩⟨q2|

重新定义动力学变量，记 n = {nak} (a = 1, 2, · · · ,M ; k = D, 1, 2, · · · , N)

ρn(t) ≡
∫

dq1dq
′
1dq2dq

′
2|q1⟩

∏
a

(−i)nak(Q̃ak(q1, t)− Q̃∗
ak(q2, t))

nakU(q1, q2, t; q′1, q′2, 0)⟨q′1|ρ(0)|q′2⟩⟨q2|

其中

Q̃ak(q(t)) = cak

∫ t

0

dτe−γak(t−τ)Qa(q(τ))

Q̃∗
ak(q

′(t)) = c∗ak

∫ t

0

dτe−γ∗
ak(t−τ)Qa(q

′(τ))
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对其求导，记 ∆ab ≡ δab∆aN，

ρ̇n(t) =

∫
dq1dq

′
1dq2dq

′
2|q1⟩

d
∏

ak(−i)nak(Q̃ak(q1, t)− Q̃∗
ak(q2, t))

nak

dt
U(q1, q2, t; q′1, q′2, 0)⟨q′1|ρ(0)|q′2⟩⟨q2|

+

∫
dq1dq

′
1dq2dq

′
2|q1⟩

∏
ak

(−i)nak(Q̃ak(q1, t)− Q̃∗
ak(q2, t))

nak U̇(q1, q2, t; q′1, q′2, 0)⟨q′1|ρ(0)|q′2⟩⟨q2|

=

∫
dq1dq

′
1dq2dq

′
2

∑
ak

|q1⟩(−i)naknak(Q̃ak(q1, t)− Q̃∗
ak(q2, t))

nak−1

×
∏

cl ̸=ak

(−i)ncl(Q̃cl(q1, t)− Q̃∗
cl(q2, t))

ncl

(
cakQa(q1)− c∗akQa(q2)

− γakQ̃ak(q1, t) + γakQ̃
∗
ak(q2, t)

)
U(q1, q2, t; q′1, q′2, 0)⟨q′1|ρ(0)|q′2⟩⟨q2| − i[H(t), ρn]

−
∫

dq1dq
′
1dq2dq

′
2|q1⟩

∑
a

(Qa(q1)−Qa(q2))(Q̃a(q1)− Q̃∗
a(q2))]U(q1, q2, t; q′1, q′2, 0)⟨q′1|ρ(0)|q′2⟩⟨q2|

=− i
∑
ak

nak(cakQaρn−
ak

− c∗akρn−
ak
Qa)−

∑
ak

nakγakρn − i[H(t), ρn]

− i
∑
ak

[Qa, ρn+
ak
]−
∑
ab

∆ab[Qa, [Qb, ρn]]

最后一个等号中，用到了 ∫ t

0

dτδ(t− τ)f(τ) ≈ f(t)

2

6.7 级联动力学方程组的截断及其判据

改用超算符的形式，级联动力学方程组可以写作

ρ̇n = −(iLs + δR+
∑
ak

nakγak)ρn − i
∑
ak

(nakCakρn−
ak

+Aaρn+
ak
) (6.34)

这里，

Ls(·) ≡
[
Ĥs, ·

]
δR(·) ≡

∑
ab

∆ab

[
Q̂a,

[
Q̂b, ·

]]
Cak(·) ≡

∑
b

ηabkQ̂b(·)− η∗abk(·)Q̂b Aa(·) ≡
[
Q̂a, ·

] (6.35)

如下截断方案被称作微分截断。在此方案下，所有的动力学变量 {ρn}可以分为三类：
第一类，ρn参与动力学演化，且不做截断。它的动力学方程即 (6.34)。
第二类，ρt参与动力学演化，并做截断。它的截断方程为

ρt =
−i
∑

ak takCakρn−
ak

iLs + δR+
∑

ak takγak
(6.36)

第三类，不参与动力学演化。

在此截断方案的基础上，可以讨论截断的判据。所谓判据，就是对每个 ρn赋予一个数

值，以此来判断其属于以上三类中的哪一类。
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引入传播超算符

ρn(t) ≡ Un(t)ρ(0) (6.37)

可知 Un(0) = δn0(由于初始条件 ρtot(0) ≡ ρ(0)⊗ ρeqB )
对 Un(t)作半傅立叶变换 (f(ω) ≡

∫∞
0

dteiωtf(t))，可以得到

δn0 = (iLs + δR+
∑
ak

nakγak − iω)Un(ω) + i
∑
ak

nakCakUn−
ak
(ω) + i

∑
ak

AaUn+
ak

0 = (iLs + δR+
∑
ak

takγak)Ut(ω) + i
∑
ak

takCakUt−ak
(ω)

(6.38)

定义 Green函数

U0(ω) ≡ G(0)(ω)

Un(ω) ≡ −iG(n)(ω)
∑
ak

nakCakUn−
ak

(6.39)

对于第二类动力学算符，由 (6.38)的第二式

0 = i[−(iLs + δR+
∑
bj

tbjγbj)G(t)(ω) + 1]
∑
ak

takCakUt−ak
(6.40)

于是

G(t)(ω) =
1

iLs + δR+
∑

ak takγak
(6.41)

对于第一类动力学算符，分两种情况讨论。

第一种情况，n = 0，此时，由 (6.38)的第一式，

1 =(iLs + δR− iω)U0(ω) + i
∑
ak

AaU0+
ak

=(iLs + δR− iω)U0(ω) + i
∑
ak;bj

Aa(−iG(0+
ak)δak bjCbjU0(ω))

=(iLs + δR− iω)G(0)(ω) +
∑
ak

AaG(0+
ak)CakG(0)(ω)

(6.42)

于是

G(0)(ω) =
1

iLs + δR− iω +
∑

ak AaG(0+
ak)Cak

(6.43)

第二种情况，n ̸= 0，此时，由 (6.38)的第一式，

0 =(iLs + δR+
∑
bj

nbjγbj − iω)(−iG(n)
∑
ak

nakCakUn−
ak
) + i

∑
ak

nakCakUn−
ak
(ω)

+ i
∑
ak bj

Aa(−i)G(n+
ak)(n+

ak)bjCbjUn+ −
ak bj

(6.44)
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又

i
∑
ak bj

Aa(−i)G(n+
ak)(n+

ak)bjCbjUn+ −
ak bj

=(−i)
∑

ak bj cp

AaG(n+
ak)(n+

ak)bjCbjG
(n+ −

ak bj)(n+ −
ak bj)cpCcpUn+ − −

ak bj cp

=(−i)
∑

ak=bj cp

AaG(n+
ak)(nak + 1)CakG(n)ncpCcpUn−

cp

+ (−i)
∑

ak ̸=bj cp

AaG(n+
ak)(n+

ak)bjCbjG
(n+ −

ak bj)(n+ −
ak bj)cpCcpUn+ − −

ak bj cp

≈(−i)
∑
ak cp

AaG(n+
ak)(nak + 1)CakG(n)ncpCcpUn−

cp

(6.45)

可以推知

G(n)(ω) =
1

iLs + δR+
∑

ak nakγak − iω +
∑

ak AaG(n+
ak)(nak + 1)Cak

(6.46)

推导中使用了局域近似，即∑
ak ̸=bj cp

AaG(n+
ak)(n+

ak)bjCbjG
(n+ −

ak bj)(n+ −
ak bj)cpCcpUn+ − −

ak bj cp
≈ 0 (6.47)

下面来推导判据的形式。假设 ρd需要被截断，则

G(d)(ω) =
1

iLs + δR+
∑

ak dakγak
(6.48)

假设 ρd不被截断，但 ∀ep, ρd+
ep
需截断，则 (此时 Green函数上加¯以示区别)

Ḡ(d)(ω) =
1

iLs + δR+
∑

ak dakγak − iω + Σ̄(d)
(6.49)

此处

Σ̄(d) ≡
∑
ak

AaG(d+
ak)(dak + 1)Cak (6.50)

利用 Dyson方程，可知

Ḡ(d) = G(d)[1− (Σ̄(d) − iω)Ḡ(d)] (6.51)

当 Ḡ(d)可以被 G(d)取代时，该截断被认为是可靠的。由 (6.51)可推知

Σ̄(d)G(d) ≪ 1 (6.52)

由于 (6.51)中还有 −iω一项，导致判据 (6.52)前会增加一个 (含参数的)标度因子。
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6.8 本章小结

不同于封闭体系，一个开放体系会和环境发生相互作用。在这种相互作用

下，体系会发生不可逆的演化而趋于平衡。在量子力学的范畴内研究该演化的过

程，即量子开放体系的动力学演化过程，是本章的中心问题。本章旨在介绍通过

影响泛函路径积分的途径得到理想玻色子环境下量子开放体系的级联动力学方

程组 (HEOM)的方法，继而研究该方程组的截断性质。具体地，本章首先介绍了
开放体系的影响泛函、理想玻色子环境下的影响泛函，然后利用环境的涨落–耗
散定理与时域关联函数的指数分解，详细推导了级联动力学方程组，最后还讨论

了级联动力学方程组的截断及其判据。
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第 7章 总结与展望

7.1 总结

在本文中，我们从新发展的体系–环境纠缠定理和耗散子理论出发，具体讨
论了体系–环境纠缠对光吸收谱和热涨落谱性质的影响。在简短的引言之后，我
们在第二章中讨论了对 Gauss型环境严格成立的体系–环境纠缠定理。该定理表
明，当环境的相互作用谱密度给定的时候，体系–环境的纠缠性质可以与开放体
系的定域性质直接关联起来，因此对研究开放体系有着十分重要的意义。特别

地，我们将溶剂化坐标和溶剂化动量的纠缠定理纳入一个统一的理论框架。在第

三章中，我们对耗散子理论进行了勾勒式的描述和阐释。我们在多热库、多模的

情形下讨论了具体的理论框架，探讨了 DEOM运动方程的构建、相空间的好耗
散子代数以及耗散子动力学空间的量子力学。以上两章对理论方法的讨论，为后

两章中的应用研究打下了基础。

在第四章中，我们的研究中心是体系的光吸收谱。当光不仅与体系发生相

互作用，还与环境相耦合时，会产生 Fano效应。我们同时利用体系–环境纠缠定
理和耗散子理论，讨论和计算了不同偶极情形下的 Fano线型。其中所反映的体
系–环境纠缠效应，对微观纳米器件的光学操控有着重要的借鉴意义。第五章具
体研究了量子杂货体系的热输运问题。当体系与多个具有不同温度的热库耦合

时，总系统最终会处于非平衡的稳态。非平衡稳态一直是微观纳米体系热力学

的研究重点。我们希望通过严格的数值模拟，得到关于它的热力学性状的信息。

除此之外，利用耗散子理论，我们还可以对热涨落谱进行计算。利用热涨落谱，

我们可以得到关于热输运过程的更多具体信息。以上两章的应用研究表明，体

系–环境的纠缠在具体的物理过程常常扮演着非常重要的角色，我们的理论研究
和数值模拟有着重要的参考价值。

我们在第六章中，通过影响泛函路径积分的途径，详细推导了理想玻色子环

境下量子开放体系的级联动力学方程组，并且研究了其截断性质。利用影响泛函

路径积分推导出来的级联动力学方程组，与第三章利用耗散子代数推导出来的

耗散子动力学方程组，形式上完全一致。这是对前面章节理论部分的补充与完

善。

7.2 展望

关于本文所涉及的理论和应用研究，还有许多可以拓展的方面。比如，对于

热平衡体系，第二章中关于响应函数的纠缠定理，可以通过涨落–耗散定理，没
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有困难地运用到相关函数之上。然而，对于非平衡稳态，由于涨落–耗散定理的
失效，使得相关函数的纠缠定理无法直接得到。我们在这方面做了些初步的探

索。这些探索表明，要得到相关函数的纠缠定理，可能需要注入新的理论元素。

非平衡格林函数理论可能对此定理的发展提供重要的借鉴。

关于光吸收谱中的 Fano效应，我们希望将相关的讨论拓展到非线性光谱的
领域。由此得到的结果可能为揭示分子体系的动态结构有着一定的意义。

在热输运问题的研究中，一方面，我们希望通过更多的理论手段（比如，非

平衡 Green函数等）进行平行的研究；另一方面，我们希望通过耗散子的理论框
架拓展现有非平衡热力学的研究范围。特别地，我们希望对微观体系远离平衡的

性质进行探索，比如涨落定理等。

总而言之，通过考察体系–环境的纠缠性质，我们可以扩展原有理论的应用
范围，以期望得到更多具有深刻内涵的物理结果。与此同时，相应的研究也会对

我们设计和操控微观纳米器件有着实际的意义。
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